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10 Poglavlje 1. Osnove Pythona

Uvod

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Zasto Python? Postoje mnogi razlozi zasto odabrati Python kao inZenjerski alat:
m Odlican za pocetnike, ali istodobno mocan za stru¢njake

m Skalabilan, pogodan za velike projekte, kao i one male

® Omogucuje brz razvoj

m Platformski nezavisan (eng. Cross-platform), omogucuje razvoj i izvrSavanje koda
na gotovo svim platformama i arhitekturama

m Ugradiv u kodove pisane u drugim programskim jezicima

B Prosiriv sa drugim programskim jezicima

B Objektno orjentiran

B Uredna i elegantna sintaksa

® Stabilan

B Bogatstvo dostupnih paketa i biblioteka

B Specijalizirani paketi za numeriku, statistiku, obradu podataka i vizualizacije

m Otvoreni besplatni kod koji odrZava velika zajednica programera i znanstvenika

Python 2 ili Python 3

Python 2 je stara i popularna verzija Pythona (objavljena 2000. godine), za koju
sluZzbena podrska prestaje 2020. godine. Python 3 se pojavio 2008. godine i donio je
neke novosti koje nisu bile kompatibilne s prethodnom verzijom, 5to je izazvalo otpor
dijela korisnika koji su odbijali prije¢i na novu verziju.

S vremenom se otpor smanjivao te je danas preporuka za nove korisnike i/ili za
nove projekte da koriste Python 3, koji je u stalnom razvoju. U vrijeme pisanja ove
knjige, najnovija verzija Pythona je 3.6.3.

Instalacija
Instalacija na Linux platformi
Gotovo sve Linux distribucije sadrZze Python pakete u osnovnim repozitorijima, a
veéina distribucija ima inicijalno instaliran Python.
Na openSUSE distribuciji, Python se moZe instalirati jednostavnom naredbom:

user@machine:~> sudo zypper in python

Nakon instalacije Pythona, moZemo provjeriti koja je putanja python izvrsne datoteke

user@machine:~> type python3

python3 is /usr/bin/python3

Instalacija na Windows platformi

Za instalaciju Pythona na Windows platformi, jedan od na¢ina instalacije je preuzimanje
instalacijske datoteke sa http://www.python.org. Nakon preuzimanja, pokretanjem


http://www.python.org
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instalacijske datoteke zapocinje instalacijski program koji omogucuje uredivanje pos-
tavki Python instalacije.

Uobicajena instalacija Pythona je zajedno s dodatnim paketima preko neke od
dostupnih Python distribucija (vidi poglavlje 1.1.3).

Dodatni paketi
Velika snaga Pythona je dostupnost velikog broja paketa raznih namjena. Za inZenjer-
ske potrebe, potrebni su dodatni paketi koji omogucavaju matri¢ni racun, numericke
metode, statisticku obradu podataka, vizualizacije, izradu animacija i druge specijalizi-
rane mogucnosti.

Osnovni paketi, koji ¢e biti koriSteni u ovoj knjizi, su:

B Numpy (http://www.numpy.org/),

W SciPy (http://www.scipy.org),

B matplotlib (http://matplotlib.org/)i

m [Python (http://ipython.org/).

Za instalaciju dodatnih Python paketa postoje alati za upravljanje paketima. Najpoz-
natiji su pip, koji dolazi predinstaliran u novijim verzijama Pythona, te easy_install.

Dodatni paketi na Linux platformi
Za instalaciju dodatnih paketa na openSUSE distribuciji pokrenite naredbu:

user@machine:~> sudo zypper in python-numpy python-scipy

python-matplotlib IPython

Dodatni paketi na Windows platformi
Python distribucije su objedinjene instalacije pythona, raznih dodatnih paketa te cesto i
tekstualnih editora ili razvoijnih okruzenja. Distribucije su ve¢inom ciljane za Windows
platformu zbog neprakti¢ne visestruke instalacije svakog pojedinog softvera.

Neke od najpopularnijih Python distribucija su:

m ActivePython (http://www.activestate.com/activepython)

B Anaconda (https://www.continuum.io/downloads)

® Entought Python (https://www.enthought.com/products/canopy/)
®m winpython (https://winpython.github.io0/)

Instalacija pomocu upravitelja paketa
Python upravitelji paketa omoguc¢uju jednostavno instalaciju, osvjeZavanje ili deinstala-
ciju raznih Python paketa (modula).

Standardno su u upotrebi tri upravitelja Python paketa:

= pip

B conda

B setuptools

Primjer instalacije paketa na Linux platformi pomoéu upravitelja setuptools s
naredbom easy_install:


http://www.numpy.org/
http://www.scipy.org
http://matplotlib.org/
http://ipython.org/
http://www.activestate.com/activepython
https://www.continuum.io/downloads
https://www.enthought.com/products/canopy/
https://winpython.github.io/
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user@machine:~> sudo easy_install ime_paketa

Primjer instalacije paketa na Windows platformi s naredbom pip:

C:\> pip install ime_paketa

Upravitelj conda je dostupan samo u Anaconda distribuciji, a naredba conda koristi
se na sli¢an nacin kao i pip.

Editori i razvojna okruzenja
Python pokrece kod iz obi¢nih tekstualnih datoteka koje je moguce uredivati u mnogim

tekstualnim editorima.
Razvojna okruZenja (eng. Integrated Development Environment, IDE), osim $to omo-
gucavaju uredivanje koda, sadrZe niza alata za laksi i brzi razvoj kao $to su jednostavno

pokretanje koda iz IDE-a, debugiranje koda, pracenje ispisa i dr.

Spyder
Spyder (https://pythonhosted.org/spyder/) je interaktivno razvojno okruZenje za
Python namjenjeno za znastvenu i inZenjersku primjenu. Spyder je dostupan za ve¢inu

platformi.

Spyder (Python 2.4)

File Edit Search Source Run Debug Consoles Projects Tools View Help

0O s LE PG E M E=E=E=n A X KL @ € > snomesefan ML 2K
Outline © 0 Editor - fhome/stefan/tmp/mpl_colors.py ¢ 0
F B8 8 f D py €@ heat_search.py €  make_manuscript_figures.py €  test01.py €  testo2py € plt_coeffs.py € mpl_colors.py € < &

~- & mpl_colors.py 1
foriin range(5): i wnn
4 Created on Mon Apr 10 16:27:28 2017
5

6 @author: stefan

8

9 import numpy as np
16 import matplotlib.pyplot as plt

11 import matplotlib.colors as colars
12

13 for i in range(5):

14 p = plt.plot([di, i+11, [®, 11)
15 print( np.array(colors.to_rgh{p[0].get_color(}))%255)
16 print( p[8].get_color())
Python console - fhome/stefan/tmp/mpl_colors.py °Q
O ¢ make manuscript figurespy € @ testol.py € P oscillating inlet_extract from vtkpy €3 @ fig 6 9 re mode syncpy €3 P mplcolorspy €3 < H A @
[ 31. 119. 180.]
#1f77bd
[ 255. 127. 14.]
#ffifoe
[ 44. 160, 44.]
#2cadlc
[ 214. 39. 40.]
#d62728
Permissions: RW End-of-lines: LF Encoding: UTF-8 Line: 16 Column: 28 Memory: 17 %

Slika 1.1 Spyder razvojno okruZenje

PyDev
PyDev (http://pydev.org/) je dodatak za Eclipse (http://www.eclipse.org/) ra-
zvojno sucelje koji nudi moguc¢nosti za rad sa Pythonom.

Kate
Kate (http://kate-editor.org/) je mocan tekstualni editor, iako radi i na Windows
platformi, primarno je namjenjen za Linux platformu.

Na openSUSE-u, Kate se moZe instalirati naredbom:


https://pythonhosted.org/spyder/
http://pydev.org/
http://www.eclipse.org/
http://kate-editor.org/
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user@machine:~> sudo zypper in kate

VS Code

VS Code (https://code.visualstudio.com/) je generalni tekstualni editor za sve
platforme (Windows, Mac, Linux), s ugradenim debuggerom i version controlom (git).
Za iskori$tavanje punog potencijala editora u svrhu pisanja Python koda, potrebno je
instalirati dodatak za Python jezik.



https://code.visualstudio.com/
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Python ljuska i .py skripte

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Python je interpretirani jezik, a jednostavni Python izrazi mogu se izvoditi u
interaktivnom programskom okruZenju pod nazivom ljuska (eng. shell).

Pokretanje Pythona

Za otvaranje Python ljuske na Linux platformi dovoljno je pokrenuti Python naredbu
u terminalu/konzoli. Na Windows platformi moguce je upisati Python naredbu u
konzolu ili pokrenuti IDLE.

Nakon pokretanja Pythona prikazuju se osnovne informacije o Pythonu (verzija)
te tzv. prompt koji je simboliziran sa tri strelice u desno (>>>) i koji oznacava da
interpreter ¢eka unos koda.

$ python
Python 3.6.3 | packaged by conda-forge | (default, Oct 5 2017, 14:07:33)
[GCC 4.8.2 20140120 (Red Hat 4.8.2-15)] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
>>>

Python ljuska kao kalkulator

Python ljuska odmah izvrsava une$ene naredbe nakon pritiska na tipku Enter (Return).
Najjednostavniji Python izrazi su matematicke operacije pomoc¢u kojih mozemo koristiti
Python ljusku kao kalkulator. Izra¢un te ispis rezultata matematickih izrazi dogada se
u novom retku terminala ili IDLE-a:

>>> 1+1
2

>>>

Matematicke operacije, naravno, moZemo medusobno kombinirati i pri tome koristiti
zagrade za definiranje redoslijeda operacija.

>>> 11 / 4

2.75

>>> 11 // 4

2

>>> (2 * 10 - 5) / (4 + 1)
3.0

>>>

Ljuska moze raditi i bazi¢ne operacije sa tekstom tj. nizovima znakova (string).

>>> "Kratki " + "probni " + "tekst." # ovo je komentar

"Kratki probni tekst.’
>>>

Kao sto vidimo, moguce je pisati komentare koji se ne izvrsavaju, odnosno sve nakon
znaka # smatra se komentarom.
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IPython ljuska

IPython (https://ipython.org/) je interaktivna Python ljuska koja nudi nekoliko
prednosti u odnosu na Python ljusku:

B povijest unosa

® tab-completition

B "magicne" komande
B multi-line editiranje
® syntax highlighting

IPython ljuska dolazi predinstalirana u Anaconda distribuciji. Pokretanje IPython
ljuske izvrSava se naredbom ipython u terminalu:

$ ipython
Python 3.6.3 | packaged by conda-forge | (default, Oct 5 2017, 14:07:33)
Type 'copyright’, 'credits’ or ’'license’ for more information

IPython 6.2.1 -- An enhanced Interactive Python. Type '?’' for help.

In [1]:

Python skripte

Python skripte su tekstualne datoteke s ekstenzijom .py koje sadrze Python kod.
IzvrSavanjem .py skripte, zapravo se pokrece linija po linija kao da ih se unosi u Python
ljusku. Ovo je ocita prednost, pogotovo prilikom pokretanja vise od nekoliko naredbi.
Datoteke s ekstenzijom .py, osim kao skripte, koriste se i za definiranje vlastitih
modula, $to je detaljnije opisano u poglavlju 1.2.5.
Osnovni na¢in pokretanja python skripte je pokretanje Pythona sa specificiranom
.py datotekom:

C:\> python ime_skripte.py

Python ¢e se pokrenuti i izvr$iti kod zapisan u skripti. Nakon zavrsetka izvodenja
skripte, Python se gasi.
Ako je prva linija skripte:

#!/usr/bin/env python3
tada se na Unix sustavima moZe izvrSavati u terminalu. Za pokretanje skripte u

terminalu nuZno je da skripta koristi Unix oznaku za kraj reda te da ima dozvole za
izvrSavanje:

user@machine:~$ chmod +x imeskripte.py

Ako je .py datoteka izvrsna, tada se moze direktno izvrsavati:

user@machine:~$ ./imeskripte.py

Na Windows sustavima su datoteke s ekstenzijom .py kod intalacije Pythona
pridruZene programu python.exe. Python skripta se pokre¢e dvostrukim lijevim
klikom miSa na skriptu.
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Moduli

Modul je Python objekt, definiran u odredenoj datoteci, koji sadrzi definicije varijabli,
funkcija i klasa. Obi¢no su varijable, funkcije i klase odredenog modula specijalizirane
namjene, pa se module moZze interpretirati kao grupiranje koda i najcesce je taj kod
sli¢cne namjene.

Npr. modul math (obraden u poglavlju 1.12.1) sadrzi varijable pi i e koje predstav-
ljaju matematicke konstante, te niz matematickih funkcija kao $to su sqrt, Log, pow,
exp, sin, cos itd.

Da bi se objekti odredenog modula mogli koristiti u kodu, potrebno je ucitati (engl.
import) modul ili uéitati odredeni objekt iz modula.

Utitavanje modula vrsi se pomoéu naredbe import ¢ija je osnovna sintaksa:

module_name

gdje je module_name ime modula.
Nakon $to je modul ucitan, moZe se koristiti objekte modula (varijable, funkcije i
klase) tako da se unese ime modula, tocka te ime objekta koji se Zeli koristiti.

modulel
modulel.object_name

Ucitanom modulu se moze dodijeliti novo ime. To se moZe napraviti pomocu
kljucne rijeci as:

module_name new_name

nakon ¢ega se modul moze koristiti pomocu novog imena.

Moduli ¢esto sadrzavaju velik broj objekata, a njihovim ucitavanjem bespotrebno se
troSe memorijski i procesorski resursi. Kako bi se izbjeglo uéitavanje cijelog modula,
moguce je iz odredenog modula ucitati samo odredene objekte:

module_name object_name

Ako se direktno ucita objekte iz modula, tada ih se koristiti samo preko imena
objekta. Kao i sam modul, moguce je ucitati objekt nekog modula pod novim imenom:

module_name object_name object_new_name

Python kod 1.1 KoriStenje objekata modula

# uCitaj sys modul

import sys
print(sys.platform) # ispisi platformu (operativni sustav)
print(sys.version) # ispisi verziju Pythona

# uCitaj math modul kao m

import math as m

print(m.pi) # ispisSi vrijednost broja pi
print(m.sin(m.pi/2.0)) # ispiSi vrijednost sinusa kuta pi/2

# iz modula datetime ucitaj objekt date
from datetime import date
print(date.today()) # ispidi danadnji datum

# iz modula random ucitaj funkciju random kao nasumicni
from random import random as nasumicni
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print(nasumicni()) # ispiSi nasumicni broj

# ucitaj tri objekta iz modula string

from string import ascii_uppercase, ascii_lowercase, digits
print(ascii_uppercase) # ispis svih velikih slova
print(ascii_lowercase) # ispis svih velikih slova
print(digits) # ispis svih znamenaka

win32

Python 3.6.2 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 20 2017,
[MSC v.1900 64 bit (AMD64)]

3.141592653589793

1.0

2017-07-14

0.24526187751076556

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

abcdefghijklmnopqrstuvwxyz

0123456789

12:30:02)
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Tipovi podataka

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan
Bojan Crnkovi¢

Python ima mnogo ugradenih tipova podataka. Svaka vrijednost pripada nekom
tipu podataka, koji joj se automatski dodjeljuje prilikom prve upotrebe varijable. Tip
varijable nije potrebno eksplicitno deklarirati, ve¢ Python sam zaklju¢uje o kojem tipu
podataka se radi.

Osnovni tipovi podataka u Pythonu su:

B Boolean

B Number
m String

m List

m Tuple

B Set

B Dictionary

Tip podataka odredene varijable moZe se dobiti funkcijom type:

f=3.14
type(f)

r =
type(r)

>
s ={1, 3, 5, 7}
type(s)

Boolean

konstante pomo¢u kojih je moguée direktno dodjeljivanje boolean varijabli, a to su

TrueiFalse. (Napomena: Python je osjetljiv na velika i mala slova (eng. case sensitive),

i bitno je za istaknuti da se navedene konstante pisu velikim pocetnim slovom.)
Osim direktnog dodjeljivanja, moguce je provjeravati istinitost raznih izraza:
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1.3.2 Brojevi
U Pythonu je moguce zadavati tri vrste brojeva.
m Integer (int) su cijeli brojevi, npr. 5, 11, 35
m Floating point (float) su realni brojevi, npr. 2.73, 8.14, 5.223

m Complex su kompleksni brojevi koji se sastoje od realnog i imaginarnog dijela
(koji se obiljeZzava slovom j), npr. 3 4 5/, 2.91 — 4.84j, 9 + 1.34j

type(5)

>

type(2.73)

>
type(3+5j)

Za razliku od nekih drugih programskih jezika (kao i Pythona 2), u Pythonu ne
postoje tzv. long integeri, ve¢ se int ponasa kao long u tim programskim jezicima,
odnosno integeri mogu biti proizvoljno veliki.

Sve tri vrste brojeva su medusobno kompatibilne i nije potrebno mijenjati/prilago-
davati njihov tip kako bismo mogli izvoditi matematicke operacije izmedu razli¢itih
tipova brojeva:

+ nonon

24.57

b +
(18.57+773)

a-c¢
(6-73)

Ukoliko Zelimo ru¢no mijenjati vrstu brojeva, to moZemo funkcijama int(),
float() i complex(). Kompleksne brojeve nije mogucée pretvoriti u float ni int.

(a)
11.0
complex(a)
(11+03)
(b)
13

(c)
Traceback (most recent call last):
File , line 1, <module>
TypeError: can

1.3.3 Stringovi

Stringovi su definirani kao slijed znakova izmedu jednostrukih (") ili dvostrukih (")
navodnika. U Pythonu ne postoji poseban char tip podataka za znakove, ve¢ se i samo
jedan znak smatra stringom.

Stringovi su nepromjenjivi tip podataka, odnosno jednom definirani string nije
moguce mijenjati, a svaka promjena na stringu zapravo kreira kopiju izvornog stringa.
Stringove je moguce spajati (eng. concatenation) znakom plus (+) te ponavljati sa
zvjezdicom ().
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Iako se za ponavljanje stringova koristi sintaksa integer * string, stringove i
brojeve nije moguce mijesati niti se nad stringovima mogu vrsiti klasi¢ne matematicke
operacije:

2 +
Traceback (most recent call last):

File , line 1, <module>
TypeError: unsupported operand type(s)

Indexing i slicing
Python ima zero-based indeksiranje (kao i programski jezici C, Java i drugi), §to znaci
da prvi element niza ima index 0 (nula). Takav nacin indeksiranja trazi privikavanje,
pogotovo kod programera koji su do sada koristili programske jezike kod kojih prvi
element ima index 1 (recimo, Fortran ili Matlab), kako bi se izbjegle tzv. off by one
greske.

Za dohvat pojedinog znaka unutar stringa koristimo operator [] unutar kojeg
navodimo indeks elementa kojeg Zelimo. Moguce je i indeksiranje u suprotnom smjeru,
gdje posljednji element ima indeks -1, a svaki prijasnji element za jedan manje.

Ukoliko Zelimo dohvatiti niz uzastopnih elemenata, to je moguce sa slicing sintak-
som:

ime_varijable[start:stop:stepl

gdje je start pocetak intervala, stop je gornja granica (koja nije uklju¢ena u interval),
a step je korak. Ukoliko neka od te tri vrijednosti nije eksplicitno definirana, uzima
se njena zadana vrijednost - za start je to pocetak stringa (indeks 0), za stop je kraj
stringa, a za step je vrijednost 1 (uzima se svaki element izmedu starta i stopa, bez
preskakanja).

1.3.4 Lliste

Liste su tip podataka koji sadrZi viSe vrijednosti, omedenih uglatim zagradama i
odvojenih zarezima. Za razliku od nekih drugih programskih jezika, liste u Pythonu
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mogu sadrZavati podatke razli¢itih tipova, ali preporuca se koristiti liste kao spremnik
homogenih podataka.

Za dohvat pojedinog elementa, ili niza elemenata, koristi se ista sintaksa kao i kod
stringova.

prazna_lista
prazna_lista

lista_brojeva = [2, 3, 7, 8]
lista_brojeval-1]

lista_slova = [
lista_sloval[0]

lista_brojevall:]
[3, 7, 8]

Za provjeru duljine liste, odnosno broja elemenata koje lista sadrzi, koristi se
funkcija len (). Naredba append koristi se za dodavanje novog elementa na posljednje
mjesto liste. Ukoliko Zelimo dodati novi element na to¢no odredeno mjesto unutar
liste, to moZemo naredbom insert, unutar koje definiramo indeks na koji Zelimo
dodati element te element kojeg dodajemo.

len(lista_brojeva)

lista_slova.append(
lista_slova
lista_slova.
lista_slova

Operatori + i * se mogu upotrebljavati na analogni nacin kao i kod stringova.
Operator + spaja dvije liste, a * ponavlja sve elemente liste odredeni broj puta.

lista_brojeva + lista_slova
[21 3! 7! 8I r ’ ’
2 x lista_slova

Liste su, za razliku od stringova, promjenjivi tip podataka, $to znaci da je moguce
mijenjati pojedine elemente liste koriste¢i sintaksu za dohvat elemenata.

S =
s[1] =
Traceback (most recent call last):
File , line 1, <module>
TypeError: object does support item assignment
lista_brojeval[2] = 999

lista_brojeva

[2, 3, 999, 8]
lista_sloval[:3] = [
lista_slova
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Range
Funkcija range omogucava lakse stvaranje aritmetickog niza brojeva. Sintaksa funkcije
range je

range(start, stop, step)

gdje je start prvi element, stop je gornja granica (nije uklju¢ena u niz), a step je
korak aritmeti¢kog niza. Jedino je gornju granicu obavezno definirati (kako ne bi
nastao beskona¢ni niz brojeva). Ako prvi element nije definiran, niz ¢e krenuti od nule,
a ako ne definiramo korak, niz ¢e se sastojati od uzastopnih brojeva.

[OI 1' 2’
list( (2, 7))

[2, 3, 4,
list( 12, 3))
[0, 3, 6,

Tuple

Tuple (hrv. n-torka) je tip podataka sli¢an listi, ali s tom razlikom da je tuple nepromjenjiv
- nemoguce je dodavati ili brisati ¢lanove te nije moguce mijenjati vrijednosti postojecih
¢lanova. Tuple se sastoji od vrijednosti odvojenih zarezom omedenih zagradama
(moguce je zadati tuple i bez zagrada, ali one se preporucaju zbog ¢itljivosti koda).
Najcesée se koristi kao skup heterogenih, medusobno povezanih podataka.

ntorka = (
ntorka
( , 27, 182)
>> ntorka[0]

ntorka[1l:]
(27, 182)
ntorka[l] = 38
Traceback (most recent call last):
File , line 1, <module>
TypeError: object does support item assignment

Osim dohvaéanja pojedinih elemenata tuplea koristenjem uglatih zagrada, ¢esto
se koristi tzv. tuple unpacking, koji nam omogucava dodjeljivanje dijelova tuplea to¢no
odredenoj varijabli. Jedna od ¢estih primjena tuple unpackinga je kod zamjene dviju
varijabli.

ime, godine, visina = ntorka
ime

godine

visina
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Skupovi

Objekti tipa set predstavljaju heterogenu kolekciju (skup) elemenata odvojenih zare-
zima i omedenih viti¢astim zagradama, koji nemaju poredak. Vazno je napomenuti da
su elementi skupa jednistveni (nema ponavljanja elemenata), ali skupovi ne zadrZavaju
poredak elemenata te nije moguée doc¢i do pojedinog elementa koriste¢i indexing
sintaksu kao kod lista, tupleova i stringova.

slova =
slova
{ ’ ’ }

sloval[l]

Traceback (most recent call last):
File , line 1, <module>
TypeError: object does support indexing

Provjera pripadnosti elementa skupu vrlo je brza (mnogo brza nego kod lista) pa
su skupovi vrlo pogodni za takve operacije. Upotrebom skupova moguce je izvoditi
uobicajene skupovne operacije poput presjeka (&), unije (|), razlike (-), simetri¢ne
razlike (") i sl. Novi elementi dodaju se funkcijom add, a postojeci brisu funkcijom
remove.

mali = {1, 2, 3, 4}
veliki = {3, 5, 7, 9}
3 mali

True
6 veliki

False
mali & veliki

{3}
mali | veliki

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}
mali - veliki

{1, 2, 4}
mali ~ veliki

{1, 2, 4, 5, 7, 9}
veliki.add(11)
veliki.remove(3)
veliki
7, 9, 11}

Dictionary

Dictionary je mapping tip podataka, koji nam omogucava preslikavanje (mapiranje)
keys u values. Keys moraju biti nepromjenjivi tip podataka (stringovi, brojevi, tuple),
dok values mogu biti podaci bilo kojeg tipa. Key:value parovi odvojeni su zarezima
i omedeni viticastim zagradama.

imena = {
imena.keys()
dict_keys(['a’, 1)

imena.values()
dict_values([I

Redoslijed elemenata unutar dictionarya nije sacuvan, a vrijednostima (values)
pojedinog elementa (key) pristupamo sintaksom za dohvat elemenata, ali ne koriste¢i
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indeks elementa (elementi u dictionaryju nemaju indeks) ve¢ ime elementa (keya) jer
oni su jedinstveni unutar dictionarya (ne postoje dva elementa istog imena).

Ukoliko pokusamo dohvatiti vrijednosti elementa koji ne postoji, to ¢e proizvesti
greSku. Elegantnije rjeSenje, kada nismo sigurni postoji li Zeljeni element, je koristenjem
funkcije get, unutar koje definiramo element koji Zelimo te $to za slucaj da tog elementa
nema.

imena[ 1
[ : |
imena[ ]
Traceback (most recent call last):
File , line 1, <module>

KeyError:
imena.get (

imena.get(

Dodavanje novih elemenata u dictionary moguce je dodjeljivanjem vrijednosti
novom keyu. Postojece keyeve moguce je mijenjati na isti nacin.

imena[
imena[

]
|

imena
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1.4 Operatori

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Operatori su osnovni dio Pythona i omogucuju operacije na varijablama (ope-
randima). NajceSce se povezuju s algebarskim matematickim operacijama, medutim
operatori mogu biti i "nematematicke" naravi.

Python operatore moZemo podjeliti prema namjeni:

® Aritmeticki operatori

B Relacijski operatori ili operatori usporedivanja
m Operatori dodjeljivanja

®m Logicki operatori

B Bitovni operatori

m Clanski operatori

m Operatori identiteta

ili s obzirom na broj operanada:
B Unarni operatori (jedan operand)

® Binarni operatori (dva operanada)

1.4.1 Aritmeticki operatori

Aritmetic¢ki operatori omogucuju osnovne matematicke operacije na brojevima. Re-
zultat aritmetickog operatora je uvijek broj tj. varijabla tipa float ili int, ovisno o
tipovima operanada. Bitno je napomenuti da je tip rezultata aritmeti¢kih operacija
uvijek viSeg tipa operanada.

Tablica 1.1 Aritmeti¢ki operatori

Operator Opis Primjer za x=9 i y=2
+ Zbrajanje x+y daje 11

- Oduzimanje x-y daje 7

* MnozZenje x*y daje 18

/ Dijeljenje x/y daje 4.5

% Ostatak dijeljenja x%y daje 1

// Cjelobrojno dijeljenje x//y daje 4

koK Potenciranje x**y daje 81

1.4.2 Relacijski operatori (operatori usporedivanja)

Relacijski operatori omoguéavaju usporedivanje vrijednosti varijabli. Rezultat relacij-
skih operatora je varijabla tipa boolean i moZe poprimiti vrijednosti True ili False.
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Tablica 1.2 Relacijski operatori

Operator Opis Primjer za x=9 i y=2
== Jednakost ==y daje False

= Nejednakost, razlic¢itost x!=y daje True

> Vece x>y daje True

>= Vece ili jednako x>=y daje True

< Manje x<y daje False

<= Manje ili jednako x<=y daje False

1.4.3 Operatori dodjeljivanja
Operator dodjeljivanja sluZzi za dodjeljivanje vrijednosti varijabli. Postoje proSirenja

kojima se moZe kombinirati aritmeticke operatore i operator dodjeljivanja.

Tablica 1.3 Operatori dodjeljivanja

Operator Opis Primjer za x=9 i y=2
= Dodjeljivanje x=y dodjeljuje vrijednost 2.0 varijabli x,
rezultat: x=2

+= Zbrajanje i dodjeljivanje x+=y je isto §to i x=x+y, rezultat: x=11

-= Oduzimanje i dodjeljivanje  x-=y je isto §to i x=x-y, rezultat: x=7

*= MnoZenje i dodjeljivanje ~ x*=y je isto §to i x=x*y, rezultat: x=18

/= Dijeljenje i dodjeljivanje x/=y je isto Sto i x=x/y, rezultat: x=4.5

%= Ostatak dijeljenja i dodjelji- x%=y je isto $to i x=x%y, rezultat: x=1
vanje

//= Cjelobrojno dijeljenje i do- x//=y je isto §to i x=x//y, rezultat: x=4
djeljivanje

kK= Potenciranje i dodjeljivanje  x**=y je isto §to i x=x**y, rezultat: x=81

1.4.4 Logicki operatori

Logicki operatori and, or i not omogucavaju operacije na boolean varijablama. and
i or su binarni operatori logicko i i logicko ili dok je not unarni operator logicko ne.
Rezultat logickih operatora je uvijek boolean varijabla.

Tablica 1.4 Logicki operatori

a b a and b aorb not b
True True True True False
True False False True True
False True False True
False False False False

Python kod 1.2 Primjer kombiniranja operatora dodjeljivanja, operatora usporedivanja i logickih operatora
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Clanski operatori

Clanski opratori sluZe za odredivanje pripadnosti odredenom skupu podataka (npr.
listi). Osnovni ¢lanski operator je operator in, i moZe se prosiriti s logickim operatorom
not, dajuc¢i not in operator. Rezultat ¢lanskih opratora je boolean varijabla koja daje
saznanje je li zadani element dio sekvenvce.

Operatori identiteta

Operatori identita usporeduju jesu li Python objekti zapisani na istom mjestu u me-
moriji. Postoje operatori is i is not koji usporeduju id Python objekta. id Python
objekta se moZe dohvatiti funkcijom id.

a=1[1, 2, 3]
b =1[1, 2, 3]
(a)
139967012502704
(b)
139967012502848
a b

False
b

139967 502704
a b
True
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Osnovne naredbe za unos i ispis podataka

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Ispis podataka
Iz Python koda moguce je ispisivati poruke u konzolu pomocu funkcije print().
Osnovna sintaksa za ispisivanje je

print(variable)

gdje je variable ima varijable ¢iju vrijednost Zelimo ispisati.

Moguce je ispisivati vrijednosti viSe varijabli, odrediti kako odvojiti varijable (pa-
rametar sep, standardna vrijednost je razmak), te $to kada se dode do kraja varijabli
(parametar end, standardna vrijednost je novi red:

print(variablel, variable2, sep=' ', end='\n’")

( )
Ivan Goran Tin
( ’ , , Sep=
Ivan je stariji nego Goran je stariji nego Tin
imena = [ , , 1
ime imena:
(ime)

Ana
Marko
Filip
imena:
(ime, end=

Ana; Marko; Filip;

Naprednije mogucnosti ispisa moguce je kontrolirati ubacivanjem vrijednosti va-
rijabli u string operatorom % ili pomocu metode format, sto je detaljnije obradeno u
poglavlju 1.10.

Unos podataka
Funkcija input () omogucava unoSenje vrijednosti tipa str (string).

moj prvi unos
(a)

moj prvi unos
(type(a))

< >

Dodatno, funkcija input moze primiti poruku, u obliku stringa, koja se ispisuje na
ekranu prilikom unosa.

ime = ( )
Unesite svoje ime: Ivo



1.6 Osnovne naredbe za unos i ispis podataka 29

(ime)
Ivo

Svaki korisnicki unos je string, koji prije daljnjeg koriStenja treba pretvoriti u Zeljeni
tip podataka.

a = (

Unesite vasu visinu u metrima: 1.85
b = (

Unesite vasu masu u kilogramima: 79
type(a), type(b)

(< >, < >)
visina = (a)
masa = (b)
( , masa / visinaxx2)

Vas BMI je: 23.08254200146092
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Uvjetna grananja

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Odredene naredbe ili djelove koda moguce je izvrSavati ili preskociti ovisno o
vrijednosti postavljenog logickog uvjeta.

Naredba if
Slika 1.2 prikazuje jednostavno grananje u programskom kodu.
Slika 1.2
Dijagram toka if naredbe
Ako uvijet
Logicki nije zadovoljen

Y

Ako je uvjet

zadovoljen Naredbe

Osnovna sintaksa if grananja je

if uvjet: naredba

Navedeni izraz uvjetuje izvrSavanje koda naredba na temelju logi¢kog uvjeta uvjet.
Zadane naredbe Ce se izvrSiti samo ako je logicki uvijet zadovoljen.

Python kod 1.3 Jednostavni primjer upotrebe if naredbe

a = int(input("a: "))
if a<0: a=-a
print(a)

Pokretanjem Izvornog koda 1.3 i utipkavanjem pozitivnog broja ispise se utipkani
broj:

a: 5
)

Medutim, utipkavanjem negativnog broja zadovoljava se postavljeni logicki uvijet i

izvr$i se operacija a = -a te se potom ispiSe pozitivna vrijednost utipkanog broja:
a: -11
11

U slucaju kad postoji vise naredbi uvjetovanih istim logi¢kim uvjetom, naredbe
piSemo u uvucenim recima nakon if naredbe. Uobicajeno je da retke uvucemo sa
Cetiri razmaka. Sve uvucene naredbe (do prvog sljedeceg retka koji je poravnat sa if
naredbom) su uvjetovane.

Python kod 1.4 Pisanje sloZenijeg uvjetovanog grananja
0

int(input("b: "))

int(input("c: "))

a
b
G
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if ¢ < b:
a=2
b = - b
C c+1
a=b+c

print(a, b, c)

Naredba else

Ova naredba omogucéuje sloZeniji oblik grananja od naredbe if. Naredba ima dvije
grane koje se mogu izvr$iti u ovisnosti o uvjetu. Svaka grana/mogucénost omogucuje

izvrSavanje pripadajucih naredbi (Slika 1.3).

-

Ako je uvjet

zadovoljen Naredbe A

Ako uvijet Naredbe B
nije zadovoljen

Slika 1.3
Dijagram toka if-else grananja

Naredba else koristi se u paru sa if i sluzi za grananje u slucaju da uvjet nije

zadovoljen.
Sintaksa naredbe je:

if condition: commandl
else: command2

Python kod 1.5 Primjer upotrebe else naredbe
a = int(input("a: "))
b = int(input("b: "))

if a < b:
b =a
a=20

else:
a=>b
b=20

print(a, b)
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Naredba elif

Za dodatna grananja uvjetovana novim logickim uvjetima (Slika 1.4) sluZi naredba
elif. Iako se sa ugnjeZdenim grananjem moZe posti¢i isti rezultat, elif omogucuje
jednostavnije i preglednije grananje algoritma.

Naredba elif omogucuje grananje u alogritmu samo ako svi prethodni uvjeti (if i
elif) nisu zadovoljeni. Treba napomenuti da se u slucaju koriStenja if-elif-else
grananja uvijek izvrsi samo jedan set uvjetovanih naredbi.

Iz same definicije dodatnog uvjetnog grananja, naredba elif uvijek dolazi u
kombinaciji sa naredbom 1if, te se upotrebljava u sljede¢oj osnovnoj sintaksi:

if conditionl: commandl
elif condition2: command2
elif condition3: command3

Kao i u slu¢aju upotrebe else naredbe, dodatno grananje se mora napisati u novom
retku. Uobicajeno je da se naredbe koje slijede nakon uvjeta piSu u novom uvucenom
retku.

Grananje se moZe napraviti i kombinacijom sve tri navedene naredbe:

if conditionl: commandl
elif condition2: command2
else: command2

U Izvornom kodu 1.6 napisan je jednostavan primjer grananja koriste¢i navedene
naredbe.

Python kod 1.6 Primjer kombinacije naredbi if, elif i else
a = int(input("a: "))

if a < 0:

print(’a je negativan’)
elif a > 0:

print(’a je pozitivan’)
else:

print(’a je nula’)

Unosom pozitivnog broja izvrsava se naredba koja je uvjetovana uvjetom pod elif
naredbom:

a: 33
a je pozitivan
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Ako je uvjet

zadovoljen

Logicki

uvjet A Naredbe A

Ako uvijet
nije zadovoljen

Ako je uvjet

zadovoljen

Logicki

uvjet B Naredbe B

Ako uvijet
nije zadovoljen

Ako je uvjet

Logicki zadovoljen

uvjet C Naredbe C

Ako uvijet
nije zadovoljen

Naredbe D »<

Slika 1.4
Dijagram toka za sloZeni uvjet gra-
nanja
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Petlje

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Naredba for

Naredba for koristi se za prolazak kroz elemente nekog iterabilnog objekta (lista,
tuple, string, itd.). Njezina osnovna sintaksa je

for element in iterable: commands

Naredbe commands izvrSavaju se jednom za svaki element iz niza iterable. Objekt
element je iterator koji pokazuje na elemente niza iterable. Za razliku od program-
skih jezika C i C++, element se ne briSe nakon sto for naredba zavrsi.

U slijede¢em primjeru vidimo upotrebu for naredbe kod lista i stringova.

rijeci = [ ,
rijec rijeci:
(rijec)
ide
patka
preko
save

1.7.2 Naredba while

Osnovna sintaksa naredbe while je

while conditon: commands

Naredbe commands izvrSavat ¢e se sve dok je uvjet condition istinit. While petlja
se koristi kada ne znamo unaprijed koliko ¢e se puta blok naredbi morati izvrsiti.
Opcenito, ne mozZemo garantirati da ¢e while petlja zavrsiti pa programer mora sam
osigurati da se ne dogode beskonacne petlje, odnosno petlje koje nikada nece zavrsiti.
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Slika 1.5

Naredbe | Dijagram toka while petlje
Ako je uvjet
zadovoljen

Logicki

A .
uvjet e

Ako uvijet
nije zadovoljen

Primjer 1.1 Jedan od tipi¢nih primjera za upotrebu while petlje je Collatzova hipo-
teza. Lothar Collatz je 1937. postavio hipotezu da ako formiramo niz brojeva tako
da je prvi ¢lan niza ag = n, a ostali prate pravilo

n/2 akon mod2=0

ay =

3n+1 akonmod2=1,

da ¢e takav niz u kona¢no mnogo koraka dod¢i do vrijednosti 1.
Programska implementacija ra¢unanja niza po ovom pravilu dana je u Python
kodu 1.7.

Python kod 1.7 Upotreba while naredbe na Collatzovoj hipotezi

n=>5
print(n)
while n != 1:
ifn% 2 ==0:
n//=2
else:
n=3%n + 1
print(n)

Izvodenje ovog koda daje:

U programu koji testira Collatzovu hipotezu nismo koristili zastitu od besko-
nacne petlje. Iako hipoteza jo$ nije dokazana, do sada nitko nije uspio naci takav
pocetni 1 za koji petlja ne bi zavrsila u kona¢no mnogo koraka. n
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1.7.3 Naredba break

Prosirena sintaksa for i while naredbi uklju¢uje i naredbu else:

for iter in iterable: commandsl
else: comands2

while condition: commandsl
else: comands2

Nakon 3to se iscrpe svi elementi niza iterable ili nakon $to uvjet condition postane

neistinit, izvrsit ée se naredbe commands2.

Naredbe specificirane u else bloku izvode se kada se petlja zavrsi zbog nezadovo-
ljavanja uvjeta sprecificiranog za while petlju, ali ne i u slu¢aju prekida petlje zbog

break naredbe (Slika 1.6).

Break

Naredbe

Ako je uvjet
zadovoljen

"else" naredbe

Slika 1.6
Dijagram toka while petlje sa else
blokom

Ako uvijet
nije zadovoljen

Y

Naredbom break zavrsava se for ili while naredba. Na primjeru slijede¢eg moze
se vidjeti da se nakon break naredbe ne izvrsi dio koda unutar else naredbe.
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1.7.4 Naredba continue

Naredbom continue preskace se izvrsavanje slijede¢ih naredbi u tijelu for ili while
naredbe i prelazi se na novu iteraciju (Slika 1.7).

Slika 1.7
Dijagram toka while petlje sa

Ako je uvjet .
0 Je uvje continue naredbom

zadovoljen

continue

Logicki
uvjet

Y

»
y

Ako uvijet
nije zadovoljen

1.7.5 Paralelno iteriranje

Funkcijom zip moguce je elemente viSe sekvenci pohraniti u jednu listu koja sadrzi
tupleove pripadajucih elemenata. Takva moguénost restrukturiranja podataka vrlo je
korisna kod potrebe za istovremenim iteriranjem kroz vise nizova podataka.

imena = [ , )
prezimena = [ ,
list(zip(imena, prezimena))
; ), ( ;
: )1
ime, prezime zip(imena, prezimena):
(ime, prezime)

Vlatko Hoorvat
Ivana Bali
Darko Copljar
Igor Worry

Ukoliko liste ne sadrZe jednak broj elemenata, formira se lista jednake duljine kao i
najkraca lista dana kao argument u zip funkciji.

a [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
b= 0 : 1
list(zip(a, b))

[(1, (2,

Broj argumenta funkcije zip moZe biti i viSe od dva, a rezultat je analogan koristenju
funkcije zip s dva argumenta.

visine = [1.79, 1.86, 2.10, 2.03]
i, p, v zip(imena, prezimena, visine):

( .format(i, p, v))
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Vlatko Hoorvat je visok 1.79 m
Ivana Bali je visok 1.86 m

Darko Copljar je visok 2.10 m
Igor Worry je visok 2.03 m

Numeriranje liste

Funkcija enumerate omogucava numeraciju elemenata liste na nacin da kreira itera-
bilni enumerate objekt koja sadrZi tuplove elemenata izvorne liste te njihve indekse.
Dodatno, enumerate moZe primiti argument koji ukazuje od kojeg broj pocinje nume-
racija.

brojevi = [12.3, 18.6, 2.1, 12.3]
indeks, broj enumerate(brojevi):
( .format(indeks, broj))

indeksu 0 je broj 12.3
indeksu 1 je broj 18.6
indeksu 2 je broj 2.1
indeksu 3 je broj 12.3
mjesto, broj enumerate(brojevi, 1):
( .format(mjesto, broj))

. mjestu je broj
. mjestu je broj
. mjestu je broj
. mjestu je broj

Apstrakino generiranje lista, skupova i dictionaryja

Python je usvojio koncept koji se naziva list comprehension, odnosno apstraktno gene-
riranje lista, koriste¢i notaciju kojom se opisuju skupovi u matematickim tekstovima.
Liste je moguce stvoriti na vrlo prirodan i kompaktan nacin koji koriste i matematicari
kada opisuju skupove, n-torke i vektore.

Uzmimo primjer dva skupa:

S={x|xeNAx<16}

1.1
G={x|xeSAxmod2=0} (1.1)

Python omogucava apstrakino generiranje listi koje se sastoje od istih elemenata kao i
skupovi u (1.1):

S = [x*xx2 X (1, 16)]1
)
[1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225]
G = [x X ) X % 2 == 0]
G
[4, 16, 36, 64, 100, 144, 196]

Opisani nacin generiranja liste je samo skraceni postupak koji bismo morali napra-
viti pomocu vise naredbi:

dvostruki
broj (10):

broj % 2 == 0:
dvostruki.append(2 * broj)
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dvostruki
[0, 4, 8, 12, 16]

dupli = [2x*x
dupli
[0, 4, 8, 12, 16]

U prethodnom primjeru obje liste sadrZe iste elemente, ali je upotreba skupovne
notacije znatno jednostavnija i lak3a za Citanje.

Apstraktno generiranje liste je nesto sloZenije ako moramo for petlju ugnjezditi
u drugu petlju. U slijede¢em primjeru vidimo usporedbu generiranja liste pomocu
ugnjeZzdenih petlji, sa i bez apstraktnog generiranja.

[[2, 3, 51,
[7, 9, 101,
[32, 33, 35]]
[1
red m:
broj red:
t.append(broj**2)
t
[4, 9, 25, 49, 81, 100, 1024, 1089, 1225]
t2 = [broj*x2 red m broj red]
t2
[4, 9, 25, 49, 81, 100, 1024, 1089, 1225]

Vidimo da je redoslijed for petlji kod apstraktnog generiranja isti kao i kod normalnog
iteriranja — prvo ide vanjska petlja, a zatim unutarnja.
Isti princip apstraktnog generiranja moze se upotrijebiti na skupovima i dicti-
onaryjima:
rijeci = [ ' ' : ]

unique_slova = {slovo rijec rijeci slovo rijec}
unique_slova

’ ’ ’ ’ ’ r r r ’ ’ }
duljina_rijeci = {rijec: len(rijec) rijec rijeci}
duljina_rijeci

: 3, : 5, : 5, 1 4}




1.8

1.8.1

40 Poglavlje 1. Osnove Pythona

Funkcije

Marko Cavrak

Stefan Ivi¢

Miran Tuhtan

Luka Grbci¢

todo: update author list

Funkcije su jedne od fundamentalnih stavki Python programskog jezika. Funkcije
omogucuju modularnost, visekratnu upotrebu i generalno bolju organizaciju program-
skog koda. To¢nije, omogucuju rastavljanje kompleksniji dijelova Python koda u manje
segmente kojima se moZe lakse kontrolirati. Modularnost je svojstvo koje ¢ini Python
kod laks$im za ¢&itanje, pisanje i odrZzavanje. Svaka funkcija se moZe napisati, neza-
visno testirati te omogucuje laksi pronalazak potencijalnih gresaka u kodu. Visekratna
upotreba Python funkcija omogucuje da se ustedi vrijeme i trud jer se ista funkcija
moZe upotrebiti viSe puta u programskom kodu. Ovo svojstvo je iznimno bitno kod
izgradnje veliki aplikacija gdje se izvode operacije koje se ¢esto ponavljaju.

Ako Python funkcije kategoriziramo prema izvoru njihove definicije, postoje tri
osnovna tipa Python funkcija:

B Funkcije koje su ugradene u Python programski jezik
® Funkcije koje je korisnik definirao

B Funkcije koje je korisnik definirao—dostupne u Python modulima

Funkcije koje su ugradene u Python programski jezik su dostupne u svakom Python
okruZenju bez dodavanja modula te su to funkcije koje omogucuju osnovne operacije
poput ispisa tipa varijable (type) ili ispisa poruke u konzolu (print).

Funkcije koje je korisnik definirao su funkcije koje se koriste kada korisnik Zeli
funkcionalnost u kodu koja nije dostupna u ugradenim funkcijama. Korisnik mora sam
definirati logiku unutar funkcije na temelju potrebne operacije. Funkcije koje je korisnik
definirao, ali koje postoje u Python modulima se isto mogu smatrati podskupinom
prethodne kategorije. To su funkcije koje ve¢ postoje u Python modulima te su vrlo
¢esto visoko optimizirane. Korisnik ih moZe koristiti u vlastitom kodu kada je potrebno
pod uvjetom da je dodao potreban modul.

Definicija i pozivanje funkcija

U ovom poglavlju pokazati ¢emo kako korisnik sam moZe definirati funkciju te kako
mozemo koristiti ili pozvati istu funkciju unutar Python koda. Klju¢na rije¢ u Python
kodu kojom se definira funkcija je def te sintaksa defincije je:

def funkcija():
naredba

gdje je funkcija odabrano ime funkcije, a naredba je naredba koja se izvrSava unutar
funkcije. Ime funkcije moZe biti bilo $to, ali se moraju pratiti ista pravila koja postoje
kod definiranja imena varijabli.

U slucaju da Zelimo izvrsiti naredbu unutar funkcije, potrebno je funkciju pozvati.
Funkcija se mora pozvati uvijek nakon §to je definirana jer ne mozemo pozvati funkciju
koju prethodno nismo definirali. Da bi smo pozvali prethodno definiranu funkciju
moramo koristiti sintaksu:
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funkcija()

gdje je funkcija ime definirane funkcije. Ono $to se mozZe uod¢iti je da su nakon
imena zagrade te je to jedan od znakova da se u Python kodu radi o funkciji.

Python kod 1.8 Definicija i pozivanje jednostavne funkcije

def pozdrav():
print(’Pozdrav!’)

pozdrav()

Funkciju je moguce prosiriti na na¢in da prima jedan ili vie argumenata. Argu-
menti se definiraju pomocu imena argumenata razdvojenih zarezom u zagradama
nakon imena funkcije:

def function_name(argl, arg2, ... , argn):
commands

Funkcija sa argumentima se poziva tako da se u zagradama nakon imena funkcije
upisu vrijednosti argumenata. Argumenti se u pozivu funkcije razdvajaju zarezom,
kao i prilikom definicije funkcije.

Python kod 1.9 Definicija funkcije koja prima argument

def pozdrav(ime):
print(’'Pozdrav’, ime, '!'’)

def zbroji(a, b):
c=a+b
print(a,

’

+" bl '=’I c)

pozdrav('Marko”)
zbroji(2, 5)

Pozdrav Marko !
2+5=17

Vracanje vrijednosti iz funkcije

Funkcija moZze vratiti vrijednost nakon poziva funkcije. Vrijednost koju funkcija vraca
doslovno zamjenjuje funkciju u kontekstu u kojem je ona pozvana, a tip vracenog
podatka mozZe biti bilo koji Python objekt. Vrac¢anje vrijednosti se definira naredbom
return nakon koje se zaustavlja izvrsavanje funkcije:

def function_name(argl, arg2, ... , argn):
commands
return value

Python kod 1.10 Definicija funkcije koja prima viSe argumenata i vraca vrijednost
def zbroji(a, b):
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c=a+b
return c
x = zbroji(2, 6)
y = zbroji(x, -5)
print(x, y)

(o]
w

Funkcija moZe sadrzavati vise return naredbi (obi¢no u razli¢itim uvjetnim grana-
njima) i svaka moZe vratiti razliciti tip podatka (Izvorni kod 1.11).

Python kod 1.11 Funkcija koja vraéa razli¢ite tipove
def luda_funkcija(a, b):
if a > b:
return a + b
else:
return 'malo teksta’

x = luda_funkcija(6, 2)
y = luda_funkcija(x, 10)
print(x, y)

8 malo teksta

Vrlo &esto javlja se potreba da funkcija vraca vise vrijednosti. To se moZe ostvariti
vracanjem tuplea.

Python kod 1.12 Funkcija koja vraca vise vrijednosti koriste¢i fuple

def f(a, b):
z=a+b
r=a-»b

return z, r

x = (6.0, 2.0)
print(x)

c, d=f(6.0, 2.0)
print(c)
print(d)

1.8.3 Argumenti sa zadanim vrijednostima

Funkcije mogu biti definirane i sa zadanim vrijednostima argumenata. Argumenti sa
zadanim vrijednostima moraju biti definirani nakon argumenata za koje nije zadana
vrijednost.

def function_name(argl=vall, arg2=val2, ... , argn=valn):
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commands
return value

Prilikom poziva funkcije, moguce je funkciju pozvati tako da se zadaju samo oni
argumenti koji nemaju zadanu vrijednost.

Python kod 1.13 Funkcija sa zadanim argumentom
def f(x, y=0.0):

if x > y:
return x - y
else:
return y
a = (6.0, 2.0)
b = f(20.0)
c = f(-3.0)

print(a, b, c)

4.0 20.0 0.0

1.8.4 Keyword i non-keyword argumenti

Funkciju se moZe pozivati na nacin da se to¢no specificira vrijednost argumenta
preko njihovog naziva pomocu tzv. keyword argumenata. Keyword argumenti su oni
argumenti koji se, pri pozivu funkcije, zadaju imenom i vrijednos¢u, za razliku od
non-keyword argumenata koji se zadaju samo kao vrijednost. Redosljed zadavanja
keyword argumenata moZe biti proizvoljan. Kod kombinacije non-keyword i keyword
argumenata prvo moraju biti specificirani non-keyword argumenti.

# Definiranje funkcije

def f(x, a, b):
return x * (a + b)

# Poziv funkcije s keyword argumentima
f(x=10, b=0, a=8)

# Poziv funkcije s mjesovitim keyword i non-keyword argumentima
(10, b=0, a=8)

Posebna sintaksa definiranja funkcije pomocu * i ** omogucuje koristenje varijabil-
nog broja argumenata funkcije. Argument definiran s jednom zvjezdicom, uobicajeno
*args, obuhvaca sve non-keyword argumente u jedan tuple. Upotrebom dvostruke
zvijezdice **kwargs omogucuje pohranu svih keyword argumenata u dictionary gdje
su kljucevi imena argumenata, a vrijednosti argumenata su pohranjene u vrijednosti
pod pripadaju¢im klju¢em.

Python kod 1.14 Funkcija s *args i *+xkwargs argumentima

def funkcija(xargs, **xkwargs):
print(’'non-keyword argumenti:’, args)
print(’keyword argumenti:’, kwargs)

for key, value in kwargs.items():
print("%s = %s" % (key, value))
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funkcija(10, ’'bla bla’, a=3, b=True, c=(0, 0))

non-keyword argumenti: (10, ’'bla bla’)
keyword argumenti: {'a’: 3, ’‘c’: (0, 0), 'b': True}
= 3

= (0, 0)
True

Prilikom kori$tenja oba operatora za "raspakiravanje”" argumenata (* i **) vazno je
postivati redoslijed. Kod definicije funkcije, kao i kod poziva funkcije, prvo se koriste
non-keyword argumenti, a potom keyword argumenti.

Osim kod definicije funkcije, sintaksa *args i *+kwargs moZe se koristiti i pri
pozivu funkcije. Zvijezdicom (*) se tuple vrijednosti "raspakiraju” u argumente funkcije.
Analogno, keyword argumente definirane u dictionaryu moZze se proslijediti funkciji
pomocu dvije zvijezdice (**). U izvornom kodu 1.15 prikazano je koriStenje *args i
*+kwargs prilikom poziva funkcije.

Python kod 1.15 *args i #*kwargs argumenti prilikom poziva funkcije

def funkcija(a, b, c, d, e):
print(’argumenti:’)

print(’ a:’, a)
print(’ b:’, b)
print(’ c:’, c)
print(’ d:’, d)
print(’ e:’, e)

a=(1, 2, 3, 4, 5)
funkcija(x*a)

kwa = {’d": 11, 'c’': 12, 'a’': 13, 'e’': 14, 'b’: 15}
funkcija(*xkwa)

a= (5, 4)
kwa = {'e’: 10, 'd’: 20, 'c’: 30}
funkcija(xa, =*xkwa)

argumenti:
a:

o

13
15
12
11
14
gumenti:
5
4
30
20
10

a

C:
d:
e:
7

a:
oH
C:
d:
e:
7

a:
b:
c:
d:
(SH
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Ugnjezdena definicija funkcije
Ugnjezdeno definiranje funkcije (eng. closure) omogucuje definiciju funkcije u funkciji.
UgnjeZdena definicija funkcije je moguca u Pythonu jer su funkcije objekti te ih je
moguce proslijedivati kao argumente drugim funkcijama te vracati kao rezultat funkcije.
UgnjeZdeno definirane funkcije mogu se pokazati korisne jer unutarnja funkcija moze
koristiti objekte definirane u vanjskoj:
>>> def vanjska(vanjski_argument):

def unutarnja(unutarnji_argument):

return vanjski_argument - unutarnji_argument
return unutarnja

>>> f = vanjska(10) # vanjski argument
>>> f(3) # unutarnji argument
7

>>> f(15)

-5

Anonimne funkcije

Lambda funkcije su funkcije bez imena, tj. anonimne funkcije. NajéeSce se koriste za
definiranje vrlo jednostavnih i kratkih funkcija. Definiranje anonimne funkcije se vrsi
koriStenjem kljucne rije¢i Lambda:

lambda argumenti: izraz

Upotrebu jednostavne funkcije koja vrac¢a apsolutnu razliku dva broja

def diff(a, b):
return abs(a - b)

print(diff(7, 11))

moZe se zamjeniti lambda funkcijom:

>>> diff = lambda a, b: abs(a - b)
>>> diff (7, 11)
4

Anonimne funkcije Cesto se koriste kao argumenti drugih funkcija koje ocekuju
objekt tipa funkcija kao argument.

Primjerice, sorted funkcija o¢ekuje argument key kao funkciju, koja je u veéini
slucajeva veoma jednostavna funkcija i obi¢no se koristi anonimna funkcija da se
izbjegne posebno definiranje funkcije. U slijede¢em primjeru napravljeno je sortiranje
liste tupleova po drugim ¢lanovima tupleova:

>>> sorted([(5, 5), (13, 2), (11, 6), (7, 4)]1, key=lambda a: a[ll)

[, 2), (7, 4), (5, 5), (11, 6)]

U slijede¢em primjeru prikazano je filtriranje ¢lanova niza djeljivih sa 7:

>>> parni = list(range(2, 100, 2))

>>> list(filter(lambda x: x%7 == 0, parni))
[14, 28, 42, 56, 70, 84, 98]
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Jo$ jedan primjer upotrebe anonimnih funkcija je u ugnjezdenim definicijama
funkcijama.

Python kod 1.16 Primjer anonimne funkcije u ugnjezdenoj definiciji

def slozena_funkcija(ime):
return lambda poruka: ime +

[

+ poruka

p = slozena_funkcija(’'Mario”)
print(p(’Bok!’))
print(p(’Kako ste?’))

Mario: Bok!
Mario: Kako ste?

1.8.7 Rekurzivne funkcije
Do sada smo se ve¢ susreli s petljama i na¢inom kako funkcionira iteracijski postupak
kao sukcesivno povecavanje indeksa, tj. broj¢anika koji sudjeluje u operaciji koja u
konacnici daje finalni rezultat. Primjer je suma uzastopnih brojeva od 1 do 100.
suma = 0

for index in range(l, 101):
suma = suma + index

print(suma)

Znaci, suma se postepeno poveéava dok se ne iscrpi lista, tj. sekvenca indeksa defini-
rana pozivom na range naredbu.

index =1

suma = 0 + 1
index = 2

suma = 1 + 2
index = 3

suma = 3 + 3
index = 4

suma = 6 + 4

i tako dalje dok index ne postane 100. Drugim rijecima postepeno se na varijablu
nadodaju brojevi.
Takoder je moguce zapisati isti postupak prema koracima kako je izvrSeno zbrajanje

suma = (0)

index = 1 : suma = ((0) + 1)

index = 2 : suma = (((0) + 1) + 2)

index = 3 : suma = ((((0) + 1) + 2) + 3)
itd.

Kada bismo indeksirali parcijalne sume tada bismo dobili izraz:
SUMA;dey = SUMAjy400—1 + index .

Tako zapisani izraz daje naslutiti kako je slijede¢a suma zapisana kao suma iz prethod-
nog koraka na koju se nadodaje vrijednost index iz trenutnog koraka iteracijske petlje.
Ovakav zapis u biti je obrnuti zapis od prirodnog sukcesivnog povec¢avanja indeksa:
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suma(100) = suma(99) + 100, gdje je
suma(99) suma(98) + 99, gdje je
suma(98) suma(97) + 98, i tako dalje sve do

suma(l) = suma(0) + 1

Mogucnost zapisa funkcije u obliku koji poziva istu funkciju nazivamo rekurzija, a
takvu funkciju rekurziona funkcija.
Tipi¢na rekurzivna funkcija vrsi poziv sama na sebe. Primjer je funkcija rsuma:

def rsuma(x):
return rsuma(x)

No, kao $to vidimo, ova funkcija vra¢a poziv na samu sebe koja vraéa poziv na samu
sebe koja vraca poziv na samu sebe i tako u beskonac¢nost. Ovako definirana rekurzivna
funkcija nema kraja, a program ulazi u beskonacnu petlju (eng. infinite loop).

Kako bismo sprijecili ovakvo ponaSanje potrebno je uvesti uvjet prekida. To je
grani¢na vrijednost nakon koje funkcija viSe nece pozivati sebe ve¢ vratiti neku vrijed-
nost. Ako se sada vratimo na sumu brojeva onda bi rekurzivna funkcija sume trebala
izgledati ovako:

def rsuma(n):
return rsuma(n - 1) + n

No oznaka prekida je suma (0) = 0, tj. kada u 100-tom pozivu funkcije rsuma bude
primila za argument 0 potrebno je zaustaviti daljnje pozive rsuma funkcije. To ¢emo
postici testiranjem vrijednosti n:

def rsuma(n):
if n ==
return 0
else:
return rsuma(n - 1) + n

Na taj na¢in omogudili smo oznaku kraja rekurzivnim pozivima funkcije.
Rekurzivni zapis unosi konciznost i eleganciju u programski kod. Slijedi nekoliko
primjera.

Primjer 1.2 Kao primjer rekurzivnog postupka mozemo uzeti proracun faktorijela
broja n.

Faktorijel broja n se izracunava kaon! =1-2-3-4-...-n odnosno rekurzivno
kaon!=(n—1)!-n.

Programska implementacija ovog postupka izgleda ovako:
def faktorijela(n):

if n ==
return 1

else:
return faktorijela(n - 1) * n
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Primjer 1.3 Promotrimo potenciranje broja x eksponentom n.
Potenciranje je takoder iterativni proces koji moze biti zapisan rekurzivno kao
x" = x"~1. x. Primjerice kub je jednak umnogku broja i kvadrata broja, tj. x> = x? - x.
Opisani postupak moZe se implementirati na sljedeéi nacin:
def potencija(x, n):
if n ==
return 1

else:
return potencija(x, n - 1) x x

Kao zaklju¢ak, potrebno je napomenuti da je rekurzivnu funkciju moguce napraviti
za svaki poziv petlje, no je li nuzno sve petlje pretvoriti u rekurzivne funkcije to
ostaje na procijeni programeru koji mora odvagnuti koli¢inu elegancije, hijerarhije,
strukturiranosti te preglednosti koda.
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Objektno-orijentirano programiranje

Marko Cavrak
Miran Tuhtan

Python je objektno orijentirani programski jezik. Pojam objekt je klju¢ za razumi-
jevanje objektno-orijentiranog pristupa programiranju. Objekt je kompozicija stanja
(atributi, varijable) i ponasanja (metode, funkcije). Stanja jednog objekta ¢ine njegovi
atributi (npr. objekt automobil moZze imati atribute promjer kotaca, snaga motora,
trenutni prijenosni omjer) koji su u programu utjelovljeni kao varijable koje poprimaju
odredene vrijednosti (stanja). PonaSanje ili aktivnosti odredenog objekta utjelovljene
su u programu u obliku funkcija koje izvrSsavaju odredene radnje vaZzne za objekt ili
korisnike koji koriste objekte (npr. metode koje moZze izvrsiti automobil su kocenje,
ubrzavanje, mijenjanje brzine, skretanje). Tako definirani objekti omoguéuju proSirenje
postojece funkcionalnosti programskog jezika i time programeru olaksavaju pisanje
programa. Cesto ih se moZe susresti prilikom izrade aplikacija s grafitkim suceljem ili
i koristiti metode kako bi definirali ponasanje ili uzrokovali neku aktivnost vezanu uz
objekt. Najlakse ¢e biti to shvatiti na slijede¢em primjeru.

Primjer: "Aplikacija za pisanje teksta" omoguéava korisniku slijedece funkcional-
nosti:

B izradu novog dokumenta - (u programskom kodu dokument je objekt)
B mijenjanje sadrZaja dokumenta (sadrZaj je jedan od atributa objekta)
B mijenjanje naziva dokumenta (naziv je jedan od atributa objekta)

B zapis sadrzaja dokumenta u datoteku (Save, Save As funkcije kao metode objekta
dokumenta)

B otvaranje dokumenta iz datoteke (Open funkcija kao metoda objekta dokumenta)

m lijevo, centralno, podjednako i desno poravnanje teksta u sadrzaju (Funkcije Left,
Center, Right, Justify kao metode objekta dokumenta)

m itd.

Pored ovih stanja i ponasanja jednog dokumenta kao objekta lako biste mogli
poznavajué¢i MS Word ili neku drugu aplikaciju za uredivanje i editiranje teksta osmisliti
ili se sjetiti jo§ neke od mnogih stanja i ponasanja koje MS Word posjeduje.

Aplikacija poput ove takoder mora omogucditi i izradu ili ucitavanje nekoliko
objekata kako bismo mogli usporedivati ili kopirati njihov sadrZaj ili recimo spojiti
viSe dokumenata u jedan. Da bi to omogucéila, aplikacija mora posjedovati nacin kako
da omogudi istovremenu pojavu vise dokumenata. Dokument je opisan kao objekt u
programskom kodu. ViSe dokumenata time ¢ini viSe objekata, gdje svaki moZe imati
sadrZaj i naziv kao svoje atribute te metode Open, Save, Left, itd. kao ponaSanja koja
aplikacija omogucuje pojedinom dokumentu tj. objektu.

Time dolazimo do problema $to svi izradeni dokumenti imaju varijable kao stanja i
funkcije kao metode koje su jednake za sve dokumente/objekte. Kako bi aplikacija
svim dokumentima omogudila takvo nesto, mora u aplikaciji postojati zapis koji
definira kako ¢e se ponasati svaki pojedini objekt dokumenta te koje ¢e funkcionalnosti
svakom dokumentu aplikacija omogucditi.

Taj zapis u objektno-orijentiranim programskim jezicima nazivamo klasom, a svaki
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poziv na izradu novog objekta instanciranje. Time je svaki objekt definiran kao jedna
instanca klase.

Klase

Klase predstavljaju definiciju svih atributa i metoda koje ¢e instance te klase poprimiti.
Za definiranje klase, tj. opisa objekta, koristi se izraz

class ImeKlase:

nakon kojeg slijede definicije atributa i metoda.

Python kod 1.17 Definicija klase
class Dokument:

Klasa Dokument omogucuje instanciranje objekata Dokument

>>> dl Dokument ()

>>> d2 Dokument ()

>>> d1

<__main__.Dokument instance at 0x7f050f2c0098>

>>> d2
<__main__.Dokument instance at 0x7f05000287e8>
>>>

Prikazani izvorni kod i output iz Python konzole pokazuju nacin definicije klase te
nacin instanciranja dva objekta d1 i d2. Printanjem u konzoli objekata d1 i d2 moguce
je vidjeti da su oba objekta instance te da je svaka zasebno referencirana u memoriji na
drugo adresno mjesto.

Atributi
Atributi omogucuju dodjeljivanje stanja objekata. Njihova definicija nalazi se unutar
klase i vrijedi za sve objekte instancirane iz klase.

Postoje dvije vrste atributa

m Klasni (globalni) atributi
®m Objektni (lokalni) atributi

Klasni atributi

Atributi koji pripadaju svim objektima zovu se klasni atributi, i definiraju se odmah
poslije definicije klase. To su globalne varijable koje vrijede za sve objekte instancirane
iz te klase.

Python kod 1.18 Primjer definicije klasnih (globalnih) atributa
class Dokument:

Klasa Dokument omoguc¢uje instanciranje objekata Dokument

ime = ’'Dokumentl’
sadrzaj = 'Ovo je prva linija u dokumentu’

dl = Dokument()
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d2 = Dokument()

>>> dl.ime
"Dokumentl’
>>> d2.1ime

"Dokumentl’
>>> Dokument.ime
"Dokumentl’

Atribut ime je stoga dostupan svim objektima kao i samoj klasi Dokument. Potrebno
je napomenuti da je moguce doci do pogreske ako objekt nastoji mijenjati vrijednost
klasnom atributu. Naime, takvim ¢inom nije izmijenjena vrijednost klasnom atributu
vec je izraden novi atribut istoga imena, a koji pripada objektu.

>>> d2.ime

"Dokumentl’
>>> d2.ime = ’'Doc’

>>> Dokument.ime
"Dokumentl’

Svrha postojanja globalnih atributa je u tome da omoguce identifikaciju objekata
instanciranih iz jedne klase. Slijedeci primjeri primjene dati su na klasi Parkiralista:

® identifikacijski broj objekta (npr. Parking01, Parking02, ...)
m lista objekata (npr. [obj1, obj2, obj3])

B kumulativne sume (npr. ukupan broj automobila parkiranih na svim parkirali-
Stima)

Obijektni atributi

Objektni atributi ¢ine atribute definirane u klasi unutar posebne metode koja se zove
__init__. Ova metoda pripada u kategoriju magicnih metoda klase jer omoguéuju
napredne mogucnosti. Inicijalizacija je u drugim programskim jezicima prisutna pod
nazivom konstruktor. Ona ima za cilj omogu¢iti definiciju atributa koji ée poprimati
stanja definirana prilikom stvaranja objekta.

Python kod 1.19 Primjer definicije objektnog atributa
class Dokument:

Klasa Dokument omogucuje instanciranje objekata Dokument
def __init__(self):

self.ime = "’

self.sadrzaj = "’

dl
d2

Dokument ()
Dokument ()

dl.ime = 'Prica@l’
dl.sadrzaj = 'Bio jednom jedan val.’

d2.ime = ’'ListaSerija’
d2.sadrzaj = ’'Lud, zbunjen, normalan.\n’
d2.sadrzaj += ’'Sila\n’
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Metoda _init__ omogucluje, takoder, prihvat argumenata predanih Klasi prilikom
formiranja objekta. To ¢inimo tako da u argument listu metode —_init__ predamo
vrijednosti koje Zelimo da pojedini atributi tog objekta poprime.

Python kod 1.20 Inicijalizacija objekta
class Dokument:

Klasa Dokument omogucuje instanciranje objekata Dokument

def __init__(self, name='Dokument’, content='’):
self.ime = name
self.sadrzaj = content

dl = Dokument(’'Esej’, ’'Prva recenica’)
d2 = Dokument(’'Blog01")
d3 = Dokument()

Do ovog koraka ve¢ ste uvidjeli da se pozivi atributa unutar metode —_init__ vrse
pomocu specifi¢ne rijeci self. Vise rijeci o tome bit ¢e u sljedeéem poglavlju.

Metode

Metode su funkcije koje koristimo da u klasi definiramo promjenu stanja atributa, izvr-
$imo neke aktivnosti ili obavimo neke druge radnje vezane uz odredeni objekt. Svaka
metoda mora biti definirana kao funkcija i posjedovati minimalno jedan argument, a
to je self, kao opis objekta za kojega se izvrSava metoda. Slijedeci primjer definira
metodu info() koja omogucuje printanje naziva i sadrZaja objekta koji ju je pozvao.

Obratite paznju na koristeni globalni atribut dokument_list kao listu objekata
koja se puni prilikom inicijalizacije.

Python kod 1.21 Definicija metode
class Dokument:

Klasa Dokument omogucuje instanciranje objekata Dokument

dokument_list = []

def __init__(self, name='Ime’, content=""):
self.ime = name
self.sadrzaj = content
Dokument.dokument_list.append(self)

def info(self):
print(’Ime dokumenta:’, self.ime)
print(’Sadrzaj:\n’, self.sadrzaj)

dl = Dokument(’Esej’, ’'Prva recenica’)
d2 = Dokument(’'Blog01”)
d3 = Dokument()

for d in Dokument.dokument_list:
d.info()
print(’\n’)
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self prvi put dobiva znacaj kao prvi ¢lan argument liste metode __init _ (def
__init__(self, argl, arg2, ...)). Unutar same metode svaki od atributa koji se
koriste mora biti zapisan uz pomo¢ self. prefiksa.

MoZemo to gledati na drugaciji nac¢in. Zamislite da je klasa modul koji ima svoje
pod-funkcije (metode). Svaka od tih pod-funkcija ima moguénost mijenjati atribute
nekom objektu. To je ostvarivo samo ako pod-funkcija moZe pristupiti objektu i
njegovim atributima.

Upravo to ¢inimo predajuéi self metodi ~_init _. Predajemo objekt u obliku
rije¢i self, te nakon toga vrijednosti koje Zelimo dodijeliti atributima. No u stvarnosti
Python dozvoljava pozivanje funkcija bez davanja sebe kao prvog ¢lana argument liste.

Na slijede¢em primjeru usporedujemo dva istovjetna poziva metode gdje je prva
na nacin da objekt poziva metodu, a druga da Klasnoj metodi predamo objekt kao
prvi ¢lan argument liste te nakon njega sve ostale argumente.

>>> dl.info()

Ime dokumenta: Esej
Sadrzaj:

Prva recenica

>>> Dokument.info(dl)
Ime dokumenta: Esej
Sadrzaj:

Prva recenica

Znaci d1.info() je isto §to i Dokument.info(d1). Prvi omogucava jednostavniji
poziv metode dok drugi ukazuje nac¢in kako Python ustvari radi, tj. predaje metodi
objekt koji u deklaraciji metode stoji kao self.

Preopterecéivanje

Jedna od osobina objektno-orjentiranog programiranja je moguénost preopterecivanja
funkcija i operatora kako bismo i objektima omogucili istu funkcionalnost kao i
klasi¢nim tipovima podataka poput int, float, bool, string, list, itd. Takva osobina ¢esto
je i nuznost kako bismo operatore mogli dovoditi u odredene odnose i operacije ili nad
objektima izvrsiti radnje poput printanja.

Cesto se za evaluaciju ili grananje sluzimo operatorima usporedbe (>, >=, <, <=, ==)
te logi¢kim operatorima and i or. Istu funkcionalnost moguce je postici i usporedbom
dvaju objekata gdje se objekti pritom usporeduju na nac¢in da im se to¢no odredi $to i
kako se usporeduje (npr. dvije kosare voca Kosara01 i Kosara02 su objekti ¢iji sastav ¢ini
raznovrsno voce gdje svako ima svoju teZinu i moguce je u svakom slucaju utvrditi
ukupnu teZinu koSare te pristupiti usporedbi dvaju koSarica).

Nadalje, objekti mogu biti tako osmisljeni da je od znacaja primjena osnovnih
numerickih operatora (+, -, ¥, /, itd.) kako bi se kreirali novi objekti s izmjenjenim
atributima na temelju numerickih operatora (npr. ako su one dvije koSare iz prethodnog
zadatka bile pune i u njih viSe ne stane onda je moguée u novu kosaru dodati sastojke
iz prethodnih dviju punih kosara).

Sva preopterecenja u Pythonu predefinirana su u obliku specijalnih metoda koje
svaka klasa moZe implementirati. Specijalne metode imaju naziv omeden sa dvije
donje crte ispred i iza naziva (npr. __str__ili gt ).

Preoptereéivanje operatora

Preopterecivanje operatora omoguceno je u Pythonu koristenjem specijalnih metoda
slijede¢ih imena
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Operatori usporedbe

m_ gt -Veteod (>

B __ge _ - Veceilijednako od (>=)
B __ 1t _ -Manje od (<)

B __le__ - Manje ili jednako od (<=)
B eq - ]Jednako (==

Python kod 1.22 Preoptereéivanje operatora usporedbe
from math import hypot

class Point:
def __init__(self, x, y):
self.x = x
self.y =y

def R(self):
# vraca duljinu radij-vektora tocke,
# tj. udaljenost od ishodista
return hypot(self.x, self.y)

# Preoptereéeni operatori usporedbe tocaka
# s obzirom na udaljenost od ishodista

def __1t__(self, other): # less than
return self.R() < other.R()

def __le _(self, other): # less or equal
return self.R() <= other.R()

def __gt__(self, other): # greather than
return self.R() > other.R()

def __ge__(self, other): # greater or equal
return self.R() >= other.R()

pl = Point(2, 1)
p2 = Point(1, 2)
p3 = Point(3, 0)

print(pl > p2)
print(pl >= p2)
print(pl <= p2)
print(pl < p3)
print(pl == p2)

Aritmeti¢ki operatori

®m __add__ - zbrajanje (+)

B __sub__ - oduzimanje (-)
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B __mul__ - mnoZenje (*)

m __div__ - djeljenje (/)

Python kod 1.23 Preoptereéivanje funkcije print

class Table:
def __init__(self, a=1.0, b=1.0):
self.a = a
self.b = b
self.area = self.a * self.b # atribut povrSine stola

def __str__(self):
s = 'Table = {:4.1f} x {:4.1f}\nArea = {:6.2f}\n’
return s.format(self.a, self.b, self.area)

def rotate(self): # rotira stranice a i b
self.a, self.b = self.b, self.a
print(’Stol zarotiran!’)

# Preoptereceni aritmeticki operatori
def __add__(self, other): # zbraja dva stola
self.a = self.a + other.a
self.area = self.area + other.area
self.b = self.area / self.a # izracunavamo novu prosjecnu Sirinu
print(’Stolovi spojeni!’)

def __sub__(self, other): # oduzima dva stola
if self.area > other.area:
if self.a > other.a:
if self.b > other.b:
self.area -= other.area
self.a -= other.a
self.b = self.area / self.a
print(’Stolovi oduzeti!’)
else:
print(’Drugi stol je $iri od prvog.’)
else:
print(’'Drugi stol je dulji od prvog.’)
else:
print(’Povrsina drugog je veca od prvog stola.’)

tl Table (10, 20)
t2 = Table(20, 40)
print(tl)
print(t2)

tl - t2

t2 - t1

t1 + t2
tl.rotate()

tl - t2

print(tl)
print(t2)

Table = 10.0 x 20.0
Area = 200.00

Table = 20.0 x 40.0
Area = 800.00
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Povrsina drugog je veca od prvog stola.
Stolovi oduzeti!

Stolovi spojeni!

Stol zarotiran!

Drugi stol je siri od prvog

Table = 40.0 x 20.0
Area = 800.00

Table = 10.0 x 60.0
Area = 600.00

Postoji jo§ mnogo specijalnih metoda, ali njihovo izu¢avanje prepustamo vama da
ih istraZite ako smatrate potrebnim.

Nasljedivanje
Objekti koje je moguce susresti u stvarnom Zivotu najcesée su kategorizirani u neke
grupacije ili klastere, ili su dio neke hijerarhijske strukture. Rijetko da je neki objekt
jedinstven u svoj svojoj unutrasnjosti. Covijek jede, Zivotinja jede, a i biljke jedu
tj. izvrSavaju jednu od svojih najvaznijih funkcija. Bicikl je kopneno vozilo, kao
i automobil, dok je avion ili balon na vruéi zrak zra¢no vozilo, a podmornica ili
brod pomorsko vozilo. Sva ova prometala su vozila. Na taj nacin slijedi hijerarhija
koja definira pripadnost pojedinih objekata. Postoje i rekurzivne hijerarhijske veze
poput obiteljskih stabala ili svake strukture koja za svoj rezultat ima potomstvo novih
objekata.

Nasljedivanje je u pravilu proces kojim od visih hijerarhijskih razina ili grupacija
poprimamo neke osobine ili funkcije.

Objektno-orjentirano programiranje omogucuje naslijedivanje atributa i metoda iz
nadredenih klasa. Deklaracija klase koja posjeduje nadklasu data je u slijedecoj liniji
koda:

class Sudoku(Igra):

Klasa Sudoku naslijeduje metode od svoje nadklase Igra, koja se Cesto zove i bazna
(osnovna) klasa. Kao $to je Igra nadklasa klasi Sudoku tako je Sudoku klasi Igra
podklasa.

U slijede¢em primjeru dana je nadklasa Road koja inicijalizira naziv ceste name i
duljinu ceste length te definira sadrZaj metode info() koja sluZi za ispis vrijednosti
atributa svakog instanciranog objekta bilo podklase Highway, MainRoad, LocalRoad
ili osnovne nadklase Road.

Naslijedivanje ima jo$ jednu prednost koja se ocituje u sistematizaciji izvornog
koda. Kada ne bismo imali nadklasu, svaka od podklasa trebala bi sama inicijalizirati
svoje atribute kao i definirati svoju funkciju info(). Na taj na¢in izvorni kod bi bio
predugacak, nejasan i ne¢itljiv.

Python kod 1.24 Naslijedivanje

class Road:
def __init__(self, name, length):
self.name = name
self.length = length

def info(self):
print("Road definition")
print("Ime:\t %15s" % self.name)
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print("Length:\t %15s" % self.length)
print()

class Highway(Road):
pass # Bez lokalnih definicija

class MainRoad(Road) :
pass # Bez lokalnih definicija

class LocalRoad(Road):
pass # Bez lokalnih definicija

hl = Highway('Al’, 1000)
ml = MainRoad('E54’, 540)
11 = LocalRoad(’'S16’, 125)
hl.info()

ml.info()

11.info()

Road definition
Ime:
Length:

Road definition
Ime:

Length:

Road definition
Ime:
Length:

U situaciji kada pojedina podklasa ipak zahtjeva prilikom inicijalizacije definirati
neki vlastiti atribut tada definicija ~_init__ unutar podklase predefinira (eng. override)
—_init__ metodu nadklase. U tom slu¢aju je potrebno pozvati inicijalizacijsku metodu
nadklase, koriste¢i funkciju super (), unutar inicijalizacijske metode podklase.

Python kod 1.25 Naslijedivanje override __init__metode

class Road:
def __init__(self, name, length):
self.name = name
self.length = length

def info(self):
print("Road definition")
print("Ime:\t %15s" % self.name)
print("Length:\t %15s" % self.length)
print()

class Highway(Road):
def __init__(self, name, length): # override init nadklase
super().__init__(name, length) # invokacija __init -a nadklase
self.type = "highway’
self.toll 50 # Kn/100km

class MainRoad(Road):
def __init _(self, name, length):
super().__init__(name, length)
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self.type = 'mainroad’

class LocalRoad(Road):
def __init__(self, name, length):
super().__init__(name, length)
self.type = ’'localroad’

hl = Highway('Al’, 1000)
ml = MainRoad('E54’, 540)
11 = LocalRoad(’'S16’, 125)

print(hl.toll)

Pored jednostavnih naslijedivanja moguca su i viSestruka naslijedivanja iz vise

nadklasa i definiraju se na slijede¢i nacin:

class Smartphone(MobileDevice, Computer):
Takva naslijedivanja mogu dovesti do problema ako obje nadklase imaju zajednicku

nadklasu (tzv. diamond problem pa se preporuca dodatni oprez prilikom koriStenja
takvog naslijedivanja ili pokuSati izbjeci viSestruka naslijedivanja.
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Oblikovanje stringova

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

U sljede¢im potpoglavljima objasnjeni su napredniji nacini oblikovanja stringova
operatorom % i metodom format.

Oblikovanje operatorom %

String objekti imaju ugradeni operator (%) koji omogucava ubacivanje vrijednosti
unutar stringa na posebno oznacena mjesta. Mjesta na koja treba ubaciti odredenu
vrijednost u stringu oznacavaju se znakom % i posebnim oznakama koje detaljnije
definiraju formatiranje ubacene vrijednosti. Nakon stringa i operatora % (nije isto $to i
oznaka u samom stringu), u tupleu ili dictionaryju se zadaju vrijednosti ili varijable
koje treba umetnuti u string.

Izraz koji definira format ubacene vrijednosti sastoji se od:

® znak % koji oznacava pocetak izraza za definiranje formata,

B klju¢ mapiranja (neobavezno) koji definira ime (klju¢) vrijednosti koja se ubacuje
u string,

® konverzijske opcije (neobavezno),
B minimalni broj rezerviranih znakova (neobavezno),

B preciznost (neobavezno), oznacava broj decimalnih mjesta koje se prikazuju i pise
se nakon znaka .,

m tip konverzije.

Upotrebom klju¢eva mapiranja zadavanje argumenata u dictionaryju ne mora biti
u istom redoslijedu kao i pozicije ubacivanja u samom stringu. Na ovaj se nacin
argumenti mogu upotrijebiti viSe puta, bez potrebe da ih se viSestruko puta zapisuje
unutar dictionaryja. Ako se koristi klju¢ mapiranja onda vrijednosti treba zadati u
dictionaryju, dok se inae zadaju u tupleu.

Konverzijske opcije se definiraju pomoc¢u znakova opisanih u tablici

Tablica 1.5
Opcije konverzije

Simbol Opis

0’ Prazne znakove popunjava s nulama
- Poravnanje ulijevo
Nezauzete znakove popunjava razmacima

Uvijek postavlja predznak (+ ili -)

Pomocu operatora % u string je moguce ubaciti razne numericke (i string) formate
koji se definiraju pomoc¢u simobla danih u tablici

Primjer u izvornom kodu prikazuje ubacivanje i formatiranje decimalnog i
cijelog broja u string. Primjer obuhvaca primjenu tupleova bez klju¢a mapiranja te na
istom primjeru primjenu dictionaryja sa klju¢evima mapiranja.

Python kod 1.26 Primjer formatiranja numeri¢kih podataka sa tupleom i dictionaryjem

>>> s = 'a=%.2f, b = %d’' % (12.365, 18)
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Tablica 1.6
Simbol Tip Definiranje tipova podataka
'd’ Cijeli broj
"o’ Oktalni broj
"x’ Heksadecimalni broj

e Decimalni broj u eksponencijanom obliku
Tfr Decimalni broj
"¢’ Tekstualni znak
s’ String

Nema konverzije argumenta, rezultat sadrZi znak '%’

print(s)
12.37, b

’

S = "a=

print(s)

12.37, b

s = 'a= . . % {'a’': 12.365}
print(s)

12.37, a =

Razlicite primjene konverzijskih opcija prikazane su u izvornom kodu 1.27.

Python kod 1.27 Primjer formatiranja numeri¢kih podataka sa tupleom i dictionaryjem
%5.2f, %5.2f]" % (11.14, 7.88))

print(’x

[11.14, .88]

print(’'x [%f, %f]’ % (11.14, 7.88))

[11.140000, 7.880000]

print(’'x = [%10f, %10f]" % (11.14, 7.88))

[ 11.140000, 7.880000]

print(’'x = [%010f, %010f]" % (11.14, 7.88))

[011.140000, 007.880000]

print(’'x = [%+10f, %+10f]' % (11.14, 7.88))

[+11.140000, +7.880000]

print('x = [%-+10f, %-+10f]' % (11.14, 7.88))

[+11.140000, +7.880000 ]

print('x = [%-+10.2f, %-+10.2f]" % (11.14, 7.88))

[+11.14 , +7.88 1

print(’'x = [%+10.2f, %+10.2f]’' % (11.14, 7.88))
+11.14, +7.88]

N~

Python kod 1.28 Primjer formatiranja numeri¢kih podataka za ispis u stupcima
from math import sqrt, sin

1 = list(range(1l, 11))
for i in range(len(l)):
s = '%03d %4.1f %6.1f %5.2f %+6.3f" % \

(i+1, 1[i], 1[i]*%2.0, sqrt(l[i]), sin(1l[i]))
print(s)

001 1.0 1.0 1.00 +0.841
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1.10.2 Oblikovanje metodom format

Svi string objekti sadrze metodu format koja omogucava napredno formatiranje i
kontrolu stringova.
Analogno oblikovanju operatorom %, mjesta na koja treba ubaciti odredenu vrijed-
nost oznacavaju se se viticastim zagradama ({ }).
>>> '{} nije {}'.format('prvi’, ’drugi’)
"prvi nije drugi’
>>> '{} nije {}'.format(1l1l, 2)
"11 nije 2’

Moguce je i mijenjati redoslijed argumenata, zadavanjem rednog broja unutar
zagrada.

Argumenti se mogu formatirati nakon dvotocke. Primjerice, lijevo poravnanje je <,
centralno je °, a desno je >, nakon kojih slijedi broj znakova koji Zelimo rezervirati za
dani argument.

>>> '{1} nije {0}'.format(’prvi’, ’drugi’)

"drugi nije prvi’

>>> '{1:710} nije {0:>15}'.format(’'prvi’, ’drugi’)
" drugi nije prvi’

Brojevima je takoder moguce odrediti dopustenu duljinu. Cijelim brojevima odre-
duje se njihova ukupna duljina, a decimalnim brojevima moguce je odrediti i preciznost
nakon decimalne tocke.

>>> 'odgovor je: {:5d}’'.format(42)

"odgovor je: 42’

>>> 'pi je: {:7.2f}'.format(3.141592653589793)
'pi je: 3.14°

>>> 'pi je: {:+09.3f}'.format(3.141592653589793)
'pi je: +0003.142°'

U gornjem primjeru, + postavlja predznak, 0 oznacava da Zelimo neiskoriStena mjesta

ispuniti nulama, 9 je ukupna duljina broja, .3 odreduje preciznost nakon decimalne

tocke (primijetite: iako je originalno tre¢a znamenka 1, broj je pravilno zaokruzen).
Mjesta na koje se ubacuju stringovi mogu biti i imenovana te je moguce koristiti i

keyword-argumente u proizvoljnom redoslijedu ili dictionaryje.

>>> '{ime} {ime}-{prezime}’.format(prezime='Ghali’, ime='Boutros’)

"Boutros Boutros-Ghali’
>>> osoba = {’ime’: ’'Janko’, 'prezime’: 'Polic’, 'nadimak’: 'Kamov’}

>>> '{ime} {prezime} {nadimak}’.format(x*xosoba)
"Janko Polic Kamov'’
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ViSe o formatiranju stringova, uz ilustrativne primjere, moguce je pronadi na:
https://pyformat.info/.

1.10.3 F-strings oblikovanje

Ovaj nacin oblikovanja je logican nastavak format metode oblikovanja. Umjesto
nastavka format, upisuje se znak f ispred navodnika. Odnosno,

>>> a, b =10, 20
>>> f'a={a}, b={b}’

a=10, b=20

Oblikovanje je sada preglednije te se zadrzava ista kontrola oblikovanja:

>>> import numpy as np
>>> f'Pi je pribliZno (np.pi:.2f}’
Pi je pribliZzno 3.14

Osim kontrole ispisa unaprijed definiranog broja decimala, jednostavno je poravna-
vanje: lijevo, centralno i desno. U sljede¢em primjeru se poruka poravnava u polju od
dvadeset znakova lijevo, centralno i desno. Znak \n oznacava prelazak u novi red.

>>> poruka = 'Tekst’
>>> print (f’'{poruka:<20}\n{poruka:”~20}\n{poruka:>20}")
Tekst

Tekst

Tekst

Formatiranje ispisa tablice je sada jednostavnije i preglednije:

>>> table = {1: 1.97, 2: 100.75, 3: 18400}
>>> for no, cijena in table.items():
item= f’'item:{no}’
.. print(f’'{item:710} ==> {cijena:>10.2f}")
item:1 ==> 1.97
item:2 ==> 100.75
item:3 == 18400.00

U gornjem primjeru je string item: {no} poravnat centralno u polju od deset znakova.
Varijabla cijena je desno poravnata u polju od deset znakova, od kojih su zadnja dva
znaka decimalna mjesta (>10.2f).

Osim varijabli, moguce je ispisati, vrijednost izraza, kao i pozvati funkciju:

>>> print (f’'{21x2}")

42

>>> name='Rene’

>>> print(f’Zovem se {name.upper()}.’)
Zovem se RENE.

>>> print(f'{[2*x*n for n in range(3, 9)1}')
[8, 16, 32, 64, 128, 256]

Od verzije 3.8, omogucen je jo$ jednostavniji ispis varijabli, Sto se mozZe vidjeti u
sljede¢em primjeru:

>>> import numpy as np
>>> A = 2xx2*np.pi

>>> print(f’{A=}")
A=12.566370614359172
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>>> print(f’'{A=:.2f}")

A=12.57
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Rad s datotekama

Stefan Ivi¢
Bojan Crnkovi¢
Miran Tuhtan

Otvaranje i zatvaranje datoteka

Osnovna manipulacija sa sadrZzajem datoteka u Pythonu je omogucena koristenjem
file objekta.

Python ima ugradenu funkciju open za otvaranje postojecih ili stvaranje novih
datoteka na disku. Funkcija open vraca file objekt, koji sadrzi metode i atribute za
pristup i manipulaciju informacija i sadrzaja otvorene datoteke.

Sintaksa otvaranja datoteka je:

f = open(ime_datoteke, vrsta_pristupa, buffering)

gdje je ime_datoteke sting koji sadrZi relativnu ili apsolutnu putanju datoteke,
vrsta_pristupa je string koji sadrZi mod pristupa, buffering je integer koji oznacava
veli¢inu medupohrane. Argumenti vrsta_pristupaibuffering nisu obavezni. f je
novonastali file objekt kreiran pozivom funkcije open.
Mod pristupa se definira kao string koji sadrZi znakove:
m 'r’,’w’ili "a’ kojima se definira da li ¢e se vrsiti Citanje (read), pisanje (write) ili
dodavanje (append)
B 'b’ oznacava binarni oblik datoteke. Ako nije specificiran onda je oblik datoteke
takstualni ('t ").

B '+’ omogucuje istodobno citanje i pisanje (ili dodavanje) datoteke.

Pocetna pozicija unutar datoteke razlikuje se ovisno o opciji 'r’, 'w’ (pocetak
datoteke) ili "a’ (kraj datoteke).

Nakon obavljanja Zeljenih manipulacija, koje su objasnjene u narednim poglavljima,
datoteku je potrebno zatvoriti. Za zatvaranje datoteke koristi se close metoda koju
ima svaki file objekt:

f.close()
Nakon zatvaranja nisu moguce nikakve operacije na datoteci.

Pisanje u datoteke

Za zapisivanje informacija u datoteku koriste se metode write i writelines klase
file.

write metoda prima string varijablu koju zapisuje u prethodno otvorenu datoteku
u modu za pisanje ('w’) ili dodavanje ("a’). Ovu funkciju moze se ponavljati kako bi
se dodalo jos teksta u datoteku.

f.write(tekst)

Python kod 1.29 Primjer kreiranja tekstualne datoteke

Deyi 0

datoteka = open(’info.txt’, 'w’)
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datoteka.write(’'Tehnicki fakultet’)
datoteka.write(’, Rijeka’)
datoteka.write(’'\nVukovarska 58")

datoteka.close()

Tehnicki fakultet, Rijeka
Vukovarska 58

Funkcija writelines zapisuje listu stringova u datoteku. Postignuti efekt je isti kao
da se pozove write za svaki element liste. Iako njeno ime na to upuéuje, writelines
ne zapisuje svaki element liste u novi redak, ve¢ je za novi redak potrebno umetnuti
\n.

f.writelines(lista_stringova)

1 =['malo’, " ', "teksta’'l]

f.writelines (1)

for s in 1:
f.write(s)

1.11.3 Citanje iz datoteka

Za titanje datoteke potrebno je Zeljenu datoteku otvoriti u modu za citanje ('r’).
Osnovni nacin za proditati sadrzaj odredene datoteke je preko funkcija:

B read koja vraca sadrZaj datoteke (od trenutne pozicije) Zeljene veli¢ine u obliku
stringa,

m readline koja vraca sadrZaj trenutne linije u obliku stringa,

m readlines koja vraca listu stringova koji predstavljaju pojedine linije datoteke

Sintaksa metode read je:

f.read(size)

gdje je size veli¢ina sadrzaja kojeg treba procitati. Za binarnu datoteku size oznacava
broj bitova, a za tekstualnu broj znakova. Ukoliko je size negativan ili nije zadan, ¢ita
se cijeli sadrzaj datoteke. Kod ¢itanja datoteka vrlo Cesto je bitna trenutna pozicija u
samoj datoteci $to je objasnjeno u poglavlju

f.readline(size)

Metoda readline ¢ita jednu liniju u datoteci i to od trenutne pozicije do kraja linije
(do znaka '\n"). Argument size definira maksimalnu veli¢inu pro¢itanih podataka.
Za prazne linije metoda vraca string koji sadrzi znak za novu liniju "\n’. Kada je
trenutna pozicija na kraju datoteke, metoda vraca prazan string.

f.readlines(size)
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readlines vraéa sadrzaj datoteke kao listu linija. size ima jednak uc¢inak kao i na
dvije prethodno objasnjene metode.
Za potrebe primjera, zadana je datoteka test.txt sljedeceg sadrzaja:

123456789
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
3. linija

4. linija

zadnja!

U izvornom kodu 1.30 dani su primjeri upotrebe navedenih funkcija za ¢itanje
sadrzaja datoteke.

Python kod 1.30 Citanje sadrZaja tekstualne datoteke
data = open(’'test.txt’, 'r’)

print(data.read(5))
print(data.readline())
print(data.readline(6))
print(data.readlines())

data.close()

12345
6789

ABCDEF
[ "GHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ\n', ’3. linija\n’, '4. linija\n’, ’zadnja!’l

Osim pomoc¢u navedenih funkcija, postoji jos jedan nacin pristupanju linijama neke
tekstualne datotetke, a to je iterirajuci kroz file objekt kao $to je prikazano u izvornom
kodu 1.31.

Python kod 1.31 Pristupanje sadrzaju datoteke preko iteriranja po file objektu
data = open(’test.txt’, 'r’)
s = '
for line in data:
s += line
print(s)
data.close()

123456789
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
3. linija

4. linija
zadnja!

1.11.4 Pozicioniranje u datoteci
Trenutnu poziciju u datoteci moze se saznati preko metode tell:

f.tell()

Metoda tell daje broj bitova (znakova) trenutne pozicije od pocetka datoteke
(Izvorni kod 1.32).
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seek omogucuje micanje trenutne pozicije u datoteci. Sintaksa metode je:

f.seek(offset, from)

offset je broj kojim definiramo pomak pozicije. Pozitivan je u naprijed, a negativan
u nazad. Argumentom from se definira od kuda ¢e se pomak rac¢unati (0 za pocetak
datoteke, 1 za trenutni poloZzaj i 2 za kraj datoteke).

Python kod 1.32 Dohvacanje trenutne pozicije u datoteci
data = open(’'test.txt’, 'r’)

print(data.readline())
print(’pozicija:’, data.tell())
print(data.read(3))
print(’pozicija:’, data.tell())
data.seek(6, 1)
print(data.read(3))
data.seek(-3, 1)
print(data.read(5))
data.seek(0, 0)
print(data.read(5))
data.seek(-5, 2)
print(data.read(5))
data.close()

123456789

pozicija: 10
ABC

pozicija: 13
JKL

JKLMN

12345

dnja!

1.11.5 Preimenovanje, kopiranje i brisanje datoteka

Python kod 1.33 Kopiranje, micanje i preimenovanje datoteka
# simply

import os

os.rename('a.txt’,’b.kml")

# or
import shutil
shutil.move('a.txt’, ’"b.kml")

# or if you want to copy..
import shutil
shutil.copy(’'a.txt’, "b.kml")

Paket 0s omogucuje manipulaciju datotekama na disku. Neke od korisnih naredbi
za stvaranje direktorija i brisanje su:

m makedirs() omogucuje stvaranje direktorija

m getcwd () vraca tekudi direktorij u obliku stringa
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B chdir() mijenja tekuéi direktorij
B rename () omogucuje preimenovanje datoteke
B removedirs() briSe prazne direktorije

m remove () brise datoteku

Python kod 1.34 Stvaranje datoteka i direktorija
import os

direktorij = os.getcwd()
os.makedirs(direktorij + ’/novidir’)
os.chdir(direktorij + ’'/novidir’)

f = open(’'novi.txt’, 'w’)

f.close()

S brisanjem direktorija i datoteka moramo biti malo viSe oprezni pa removedirs ()
funkcija vraca pogresku ako pokusamo obrisati direktorij koji nije prazan.

Python kod 1.35 Preimenovanje i brisanje datoteka i direktorija
import os

os.chdir(os.getcwd() + ’/novidir”)
direktorij = os.getcwd()
print(direktorij)
os.rename(’'novi.txt’, 'novinovi.txt’)
os.remove(’'novinovi.txt’)
os.removedirs(direktorij)

Modul shutil omogucava naprednije operacije s datotekama tj. s grupom datoteka.

1.11.6 Arhiviranje

Modul shutil sadrZi funkciju make_archive koja omogucava kreiranje arhive dato-
teka. Funkcija se poziva:

shutil.make_archive(archive_name, format, root_dir)

Gdje archive_name predstavlja naziv arhiva koji ¢e se kreirati, argument format
definira format arhiva.

from shutil import make_archive

import os
archive_name = os.path.expanduser(os.path.join(’'~", ’'myarchive’))
root_dir = os.path.expanduser(os.path.join(’'~", '.ssh’))

make_archive(archive_name, 'gztar’, root_dir)
"/Users/tarek/myarchive.tar.gz’
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Python Standard Library

Bojan Crnkovic
Stefan Ivi¢

Instalacija Pythona dolazi sa standardnom knjiznicom koja sadrzi razne module
i funkcionalnosti koju nije potrebno posebno instalirati (vidi poglavlje 1.1.3). Pri-
mjeri najéesc¢e koristenih modula iz standardne knjiZnice navedeni su u sljede¢im
potpoglavljima.

Matematicke funkcije

Python modul math sadrzi standardne matematicke funkcije za realne brojeve koje
su definirane C standardom, s kojima se najc¢esée susre¢emo prilikom pisanja nekog
programa.

Tablica 1.7

Funkcija Opis Opis nekih funkcija math modula
math. fabs(x) Funkcija vraca apsolutnu vrijednost realnog broja x.
math.fsum(niz) Funkcija vra¢a sumu elemenata nekog niza brojeva.
math.isnan(x) Funkcija vraca True ako je x tipa NaN.

math.exp(x) Exponencijalna funkcija e*.

math.log(x, b) Funkcija log, (x) odnosno In(x) ako se ne zada b.
math.cos(x) Funkcija vra¢a kosinus kuta x zadanog u radijanima.
math.acos(x) Inverz funkcije kosinus.

math.e Matematicka konstanta e=2.718281828459045...

Primjer upotrebe nekih funkcija math modula:

from math import log, e, fsum
print(log(e))
print(fsum([1,2,3]))

1.
6.

Python modul cmath sadrZi standardne matematicke funkcija nad poljem komplek-
snih brojeva. Argumenti funkcija mogu biti tipa float ili complex.

.. . Tablica 1.8
Funkcija Opis Opis nekih funkcija cmath modula

cmath.polar(x) Funkcija vra¢a polarnu (r,¢) reprezentaciju kompleksnog broja x.

cmath.sqrt(x) Funkcija vraca korijen kompleksnog broja

Primjer upotrebe nekih funkcija cmath modula:

from cmath import sqrt
sqrt(l.42.3)
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(1.272019649514069+0.7861513777574233j)

Python modul decimal omoguéuje rac¢unanje i pravilno zaokruzivanje realnih
brojeva u aritmetici s proizvoljnim brojem decimalnih mjesta.
Primjer upotrebe nekih funkcija decimal modula:

from decimal import *
getcontext().prec = 6
print Decimal(l) / Decimal(3)
getcontext().prec =30
print Decimal(1l) / Decimal(3)

0.333333

0.333333333333333333333333333333

Vrijeme izvrsavanja

Utinkovitost odredenog algoritma, djela izvornog koda ili pak cijelog izvornog koda
vrlo je bitan faktor ukupne kvalitete racunalnog programa. Ucinkovitost odredenog
izvornog koda se, prije svega, moZe mjeriti vriemenom izvodenja tog koda.

Treba imati na umu da vrijeme izvodenja ovisi o hardverskim resursima racunala
pa su stoga rezultati razli¢iti ovisn o ra¢unalu na kojem se testiranje vr$i. Vrijeme
izvrS8avanja ovisi i o trenutnom optere¢enju hardverskih resursa (operativni sustav,
sistemski servisi i pokrenute aplikacije), pa ¢e, u manjoj mjeri, testiranja na istom
racunalu biti razli¢ita.

Vrlo elegantan nacin za mjerenje vremena izvrSavanja odredenog djela koda je upo-
trebom funkcija clock i time iz modula time. Funkcija time daje trenutno vrijeme u
sekundama od 00:00 1. sije¢nja 1970. godine. Funkcija clock je preciznija i primjerenija
mjerenju vremena izvrSavanja, ali razli¢ito funkcionira na Linux (Unix) i MS Windows
platformama:

B na Linux platofrmi, time.clock() daje utroSeno procesorsko vrijeme, tj. koliko
je sekundi procesor bio optereéen,

® na MS Windows platformi, time.clock() daje “ukupno” utroSeno vrijeme koje
obuhvaca vrijeme ra¢unanja (procesor) ali i utroSeno vrijeme na citanje datoteka
(disk) ili npr. utroseno vrijeme na uspostavljanje konekcije preko nekog mreznog
protokola.

time.clock() ili time.time() se mogu pozivati viSe puta te na taj na¢in mjeriti
vrijeme izvrSavanja vise djelova izvornog koda. Kod mjerenja izvrsavanja koda koji
radi sa Citanje ili pisanjem datoteka ili koji vr$i komunikaciju preko mreznih protokola,
rezultati ¢e biti ovisni i o platformi na kojoj se kod izvrsava.

Python kod 1.36 Primjer mjerenja vremena izvrsavanje algoritma
import time

# dohvati vrijeme pocetka

start_c = time.clock()

start_t = time.time()

print(’Start clock: %.5f’ % start_c)
print(’Start time: %.5f’ % start_t)
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# algoritam
a=20.0
for i in range(1000):
for j in range(i):
a=a+ (i - j)*x0.3

# dohvati vrijeme zavrsSetka

stop_c = time.clock()

stop_t = time.time()

print(’Stop clock: %.5f’ % stop_c)
print(’Stop time: %.5f’ % stop_t)

print(’Rezultat: %.2f’ % a)
print(’Vrijeme izvrsavanja (clock): %.3f ms’ % (stop_c - start_c))
print(’Vrijeme izvrsavanja (time): %.3f ms’ % (stop_t - start_t))

Start clock: 0.01000
Start time: 1373797428.12780
Stop clock: 0.12000

Stop time: 1373797428.23620

Rezultat: 2656321.74

Vrijeme izvrsavanja (clock): 0.110 ms
Vrijeme izvrsavanja (time): 0.109 ms

Python Standard Library sadrzi klasu Timer koja omogucuje mjerenje vremena
izvrSavanja Python izraza.

Python kod 1.37 Primjer upotrebe Timer klase za mjerenje vremena izvodenja funkcije
import timeit
from math import sqrt

# algoritam
def f(x):
s =0.0
for i in range(x):
s = s * sqrt(s+x)

t = timeit.Timer(stmt="f(500)"', setup='from __main__ import f')

rl = t.timeit(number=1000)
print(’Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): %.5f' % rl)

r5 = t.repeat(number=1000, repeat=5)
print(’\nPonavljanje testa (5 puta):’)
for r in r5:
print(’Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): %.5f’

o°

r)

Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): 0.05833

Ponavljanje testa (5 puta):
Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): 0.05900
Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): 0.05927

Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): 0.05953

(
(
Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): 0.05888
(
Potrebno vrijeme za 1000 poziva funkcije f(500): 0.05925
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1.12.3 Datum i vrijeme

Pristupanje trenutnom datumu i vremenu moguce je na viSe nacina, ovisno o formatu
koji Zelimo. Primjerice, izvrSavanjem koda gdje se funkciji Localtime kao argument
daje trenutno vrijeme u sekundama dobiveno naredbom time:

import time
vrijeme=time.localtime (time.time())
print (vrijeme)

dobiva se trenutni datum i vrijeme u sljede¢em formatu.

time.struct_time(tm_year=2017, tm_mon=11, tm_mday=3, tm_hour=9, tm_min=49,

tm_sec=33, tm_wday=4, tm_yday=307, tm_isdst=0)

Formatiranja teksta moguce je napraviti pozivanjem asctime:

import time
vrijeme=time.asctime(time.localtime (time.time()))
print (vrijeme)

gdje se sada trenutni datum i vrijeme dobivaju u sljede¢em formatu.

Fri Nov 3 10:00:36 2017
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Greske u Python kodu

Marko Cavrak I

S obzirom na to da je Python interpreterski jezik, nailaskom na prvu gresku u kodu
program se zaustavlja s izbacivanjem tekstualne informacije o istoj. Dio programskog
koda koji se nalazi prije greSke se izvrsava u cijelosti, dok se dio koda nakon greske ne
izvrSava. Tipovi greSaka kao i najce$ce greske objasnjeni su u sljede¢im potpoglavljima.

Tipovi gresaka

Vecina programskih jezika posjeduje odredene usluge prema korisniku koje omogucuju
identificiranje i manipulaciju greSaka u pisanom izvornom kodu te davaju korisna
objasnjenja vezana uz izvor greske ili na¢in kako ih ukloniti. Python slijedi takvu
logiku i omoguéuje prijavljivanje dva tipa gresaka:

m Sintaksne greSke Syntax Error i

B Iznimke (eng. Exceptions)

Obje greske utvrduju se iskljucivo tijekom izvodenja tj. interpretiranja koda: sintak-
sne greske na pocetku izvodenja koda, a iznimke za svaki izvrseni red koda. Nakon
$to Python identificira prvu gresku na koju naide program stane sa izvrSavanjem i
objavi poruku slijedeceg izgleda

>>> print(c)
Traceback (most recent call last):

File "<stdin>", line 1, in <module>

[

NameError: name ’'c’ is not defined

Traceback obavijestava korisnika o tome gdje je greska pronadena i daje opis greske
pomocu sintaksne greske ili iznimke (eng. exception) koja objasnjava razlog prekida
izvr§avanja programa. U navedenom primjeru NameError je iznimka koja opisuje
gresku pri pozivu imena 'c’.

Sintaksne greske testiraju svaku liniju koda netom prije izvodenja cijelog programa
i utvrduju svaku nepravilnost u sintaksi programskog jezika. Npr.

j=1

if j < 2:
print(’Help’)
else:
if True
print(’Help2’)

File "/home/mcavrak/.spyder2/.temp.py", line 7
if True

N

SyntaxError: invalid syntax

prilikom izvodenja ovog koda program nikada niti nece udi u else jer je uvjet if naredbe
takav da vraca True, medutim program svejedno vraca gresku prilikom provere sintakse
("nedostaje dvotocka iza True')

No, iznimke ¢e program objaviti samo ako naide na njih.

Primjer kada naide na gresku (pogresno upisana varijabla ‘i’, trebalo je ’j'):
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i=1

if j < 2:
print(’Help’)
print(i)

Help
Traceback (most recent call last):

File "/home/mcavrak/.spyder2/.temp.py", line 6, in <module>
print i
NameError: name

1

i’ is not defined

Primjer kada ne naide na gresku:

if j < 2:
print(’Help’)
else:
print(i)

Najcesce iznimke koje susre¢emo su:
B ZeroDivisionError

pokusaj operacije djeljenja sa nulom

>>> 10 x (1/0)
Traceback (most recent call last):

File "<stdin>", line 1, in ?
ZeroDivisionError: division by zero

® NameError
pokusaj operacije sa varijablom ¢ije ime (name) nije u popisu imena (namespace)

>>> 4 + i*3

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in ?

NameError: name ’'i’ is not defined

’

m TypeError
Pokusaj izvrSavanja operacije na krivom tipu podataka

>>> 27 + 2
Traceback (most recent call last):

File "<stdin>", line 1, in ?
TypeError: must be str, not int

Postoji jo§ mnogo iznimaka te ih je moguce pronaéina http://docs.python.org/
3/library/exceptions.html#bltin-exceptions.

No, iznimkama moZemo manipulirati, tj. moguce je ugraditi u kod identifikaciju
greske te djelovanje sukladno tome. O tome viSe u slijedecem poglavlju.
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Manipulacija greskama

Iznimkama moZemo manipulirati (eng. exception handling), tj. moZemo prihvatiti
informaciju o gresdki te djelovati u skladu sa njom ili granati kod tako da nastavi
sa izvrSavanjem unato¢ greski. Razmotrimo primjer kada korisnik unosi brojeve na
konzoli pomoc¢u input funkcije.

var = input(’Unesi broj:’)

a = int(var)
print(a)

Python vraca iznimku ValueError jer nije u stanju pretvoriti preuzeti string u
cjelobrojnu vrijednost.

Unesi broj:z
Traceback (most recent call last):
File "/home/flood/untitled@.py", line 9, in <module>

a = int(var)
ValueError: invalid literal for int() with base 10:

[

z

Kako bismo izbjegli takvu gresku i prihvatili iznimku posluZiti ¢emo se sa try -
except formulacijom:

var = input(’Unesi broj:’)

try:
a = int(var)
print(’SUCCESS')
except ValueError:
print(’'Nije uneSen broj!’)
print(’'Broj postavljen na defaultnu vrijednost 0.")
a=20

print(a)

U ovom kodu izvrSen je prihvat iznimke na nacin da je:
B uneSena klju¢na rijec try Cije se tijelo prvo izvrsava

B ako program ne naide na iznimku tada program preskace dio tijela koji pripada
except sekciji i nastavlja sa kodom ("print a’).

B ako program naide na iznimku u try sekciji koda tada se zaustavlja na mjestu gdje
je naSao greSku, ne nastavlja dalje sa preostalim djelom koda ("print SUCCESS’)
vec¢ skace na except sekciju koja odgovara iznimki koju je uhvatio (u ovom slucaju
ValueError) te potom nastavlja sa kodom ('print a’)

® ukoliko program ne naide na vrstu iznimke opisanu u except sekciji tada izbaci
gresku u obliku neuhvacéene iznimke (eng. unhandled exception)

Pored ovog osnovnog koncepta primjene prihvata iznimaka, moguce je podici
iznimku prema korisnickoj Zelji te izraditi korisnicki definirane iznimke. Ove funk-
cionalnosti nadilaze osnove i ¢itatelj je slobodan potraZiti viSe informacija na https:
//docs.python.org/3.6/tutorial/errors.html.

Ispravijanje gresaka
Python ima modul pdb (,,Python DeBugger") koji pomaze kod otkrivanja i ispravljanja
greSaka u kodu skripte. Ako ne koristite neki specijalizirani editor unutar nekog
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razvojnog okruZenja tada je potrebno pozvati pdb modul na pocetku skripte:

import pdb

Na nekom klju¢nom mjestu u kodu na kojem se Zelite zaustaviti morate staviti funkciju:

pdb.set_trace()

na primjeru 1.38 moZe se vidjeti upotreba pdb modula.

Ako koristite editor Spyder tada nije nuzno pozvati pdb modul. Dovoljno je
postaviti prekide u kodu dvostrukim lijevim klikom na lijevoj strani dokumenta i
pokrenuti skriptu u Debug nac¢inu rada.

Unutar pdb modula moguce je kontrolirati izvrSavanje koda, a najcesce se koriste
naredbe:

B n (next) izvrSava se sljedeca naredba u skripti,
B c (continue) izvreSava se ostatak skripte do sljedeéeg prekida,
W s (step into) pdb ulazi u podprogram ili funkciju,

B r (return) sli¢no kao naredba c, ali pdb izvrSava ostatak podprograma ili funkcije
do izlaza iz podprograma,

® p var (print) pdb istpis stanja varijable var
B ENTER pdb izvr$ava zadnju naredbu koja mu je poslana,

B q (quit) zaustavlja izvrSavanje skripte.

Python kod 1.38 Upotreba dbg modula
import pdb

pdb.set_trace()

a=20

b=1

c=2
pdb.set_trace()
a=b+c
pdb.set_trace()
a=b-c

print(’kraj’)
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Zadavanje polja u NumPy-u

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Bazni objekt u NumPy-u, ndarray, je homogeno multidimenzionalno polje. Homo-
genost polja podrazumijeva da su svi podaci u polju istog tipa. U NumPy-u, dimenzije
se nazivaju axes, a broj dimenzija rank. Elementi polja indeksirani su nenegativnim
cijelim brojevima, pocevsi od nule.

NumPy polja mogu se zadavati na viSe nacina. Bazi¢no, zadavanje polja moZe se
podjeliti na ru¢ni unos pomocu funkcije array te na automatsko generiranje polja.
NumPy polja mogu se automatski generirati pomocu neke od naredbi za generiranje
polja.

Naredba array

Funkcija array omogucava kreiranje NumPy polja iz obi¢nih Python listi ili tuple-
ova. Prilikom kreiranja polja pomoc¢u array funkcije, u argument funkcije upisuju
se elementi matrice i to na na¢in da svaka dimenzija zapocinje otvorenom uglatom
zagradom ([) i zavrSava zatvorenom uglatom zagradom (]) dok su elementi razdvojeni
zarezom.

Najjednostavnija sintaksa funkcije array je:

numpy .array (object)

Ako je argument funkcije array tuple, onda pojedina dimenzija zapocinje i zavrsava
sa zagradama. Pri tome treba paziti da je argumnet funkcije array samo jedan tuple
(cijeli tuple mora biti u jednim zagradama). Moguce je kombinirati Python liste i
tuple-ove prilikom zadavanja matrice.

>>> import numpy as np

>>> M1 = np.array([[1, 2, 3],[4, 5, 6]])
>>> M1

array([[1, 2, 31,

[4, 5, 6]])

>>> M2 = np.array(((6, 7, 8), (9, 10, 11)))

>>> M2

array([[ 6, 7, 81,

[ 9, 10, 1111)

>>> M3 = np.array(([6, 7, 8], (9, 10, 11)))
]

array([[ 6, 7, 381,

[ 9, 10, 11]1])

Dodatni, neobavezni argumenti funkcije array su:

m dtype - Zeljeni tip podataka za elemente polja. Ako argument nije zadan, elementi
polja ¢e preuzeti minimalni tip potreban za pohranu podataka iz objekta object.
Ovaj argument se moze koristiti samo za "povecati’ (eng. upcast) tip zadanog
objekta. Za 'smanjiti’ (eng. downcast) tip treba koristiti .astype(t) naredbu.

m copy - bool varijabla (True ili False) koja odreduje kopira li se objekt.

® order - odreduje nac¢in na koji se polje pohranjuje u memoriji. Polje moZe biti
pohranjeno na tri na¢ina:
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m 'C’ - elementi polja ¢ée biti poredani u memoriji na na¢in da zadnji indeks
varira najbrze (C-povezani poredak)

®m 'F’ - elementi polja ¢e biti poredani u memoriji na na¢in da prvi indeks
varira najbrze (Fortran-povezani poredak)

m 'A’ - elementi polja nece imati definiran poredak u memoriji (C-povezani
poredak, Fortran-povezani poredak ili ¢cak nepovezani poredak)

subok - bool varijabla (True ili False) kojom se definira hoce li kreirano polje
poprimiti tip numpy podklase (True) iz koje se uzimaju vrijednosti ili ¢e poprimiti tip
bazne numpy.array klase. Zadana vrijednost subok varijable je False.

ndmin - minimalni broj dimenzija generiranog polja. Prema potrebi, broj dimenzija
¢e biti povecan na nacin da e jedinice biti dodane u shape polja.

Naredba arange

Funkcija arange omogucava kreiranje jednodimenzionalnog polja koje sadrZi aritme-
ticki niz definiran prvim ¢lanom, zadnjim ¢lanom te korakom.
Sintaksa funkcije je

numpy.arange(start, stop, step, type)

gdje je start pocetak niza, stop kraj niza, step korak niza, a type je tip podataka
sadrZanih u nizu.

@ Napomena
Oprez! Prilikom koristenja ne-cjelobrojnih koraka niza rezultat funkcije arange

moZe biti nekonzistentan. U takvim sluajevima bolje je koristiti funkciju
linspace (2.1.3).

Svi argumennti funkcije arange, osim stop, su neobavezni i ukoliko nisu uneseni
imaju zadane vrijednosti:

m start ima zadanu vrijednost 0
B step ima zadanu vrijednost 1 te zahtijeva i zadavanje argumenta start

m type ako nije zadan, postavlja se tipa na temelju ostalih argumenata.

>>> import numpy as np

>>> M1 = np.arange(10, 30, 3)

>>> M1

array([10, 13, 16, 19, 22, 25, 28])
>>> M2 = np.arange(-2, 3)

>>> M2
array([-2, -1, 0, 1,
>>> M3 = np.arange(5)
>>> M3
array([0, 1, 2, 3, 4])

Naredba linspace

Funkcija linspace ima sliénu namjenu kao i funkcija arange (kreiranje aritmetickog
niza) samo $to se umjesto koraka niza zadaje broj ¢lanova niza.
I sintaksa funkcije je vrlo sli¢na funkciji arange:
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numpy.linspace(start, stop, num=50, endpoint=True, retstep=False)

gdje je start pocetak niza, stop kraj niza, num broj elemenata niza, endpoint je opcija
uklju¢ivanja zadnjeg elementa a retstep je opcija vracanja koristenog koraka niza.

>>> import numpy as np

>>> M1 = np.linspace(0, 10, 21)
>>> M1

array([ 0. , 0.5,

4.5, , 5.5, 6.

5.
9. , 9.5, 10. 1)
= np.linspace(0®, 5, 10, endpoint=False)

>>> M2
>>> M2
array([ 6. , 6.5, 1., 1.5, 2., 2.5, 3., 3.5, 4., 4.5])
>>> M3, step = np.linspace(0, 1, retstep=True)

>>> M3

array([ 0. , 0.02040816, 0.04081633, 0.06122449, 0.08163265,
0.10204082, .12244898, 0.14285714, 0.16326531, 0.18367347,
.20408163, .2244898 , .24489796, .26530612, .28571429,
.30612245, .32653061, .34693878, .36734694, .3877551 ,
.40816327, .42857143, .44897959, .46938776, .48979592,
.51020408, .53061224, .55102041, .57142857, .59183673,
.6122449 , .632653006, .65306122, .67346939, .69387755,
.71428571, .73469388, .75510204, .7755102 , .79591837,
.81632653, .83673469, .85714286, .87755102, .89795918,
.91836735, .93877551, .95918367, .97959184, 1)

>>> step

0.02040816326530612

[clNoNoNoNoNoNoNo)
[clNcNoNoNoNoNoNoNol
[clcoNoNoNoNoNoNo)
[clNoNoNoNoNoNoNo)
!—'(DG)(D(DG)(D(D

2.1.4 Naredba zeros

Funkcija zeros omoguéava generiranje polja koje sadrZi nule. Osnovna sintaksa
funkcije zeros je

numpy . zeros (shape)

gdje je shape lista koja sadrZi veli¢ine dimenzija.
Osim veli¢ine dimnezija, postoje i dodatni neobavezni argumenti za definiranje
tipa podataka te nacina spremanja polja u memoriju:

numpy .zeros (shape, dtype=float, order='C’")

Za generiranje polja nula moze posluziti i funkcija zeros_like koja generira polje
nula istih dimenzija kao neko postojece polje. Sintaksa funkcije je:

numpy .zeros_like(a)
gdje je a matrica ¢ije dimenzije treba preuzeti.

@ Napomena
Funkcija zeros_like ima dodatne argumente dtype i order. dtype omogucuje

nametanje tipa podataka za generirano polje, a ako nije specificiran onda generi-
rano polje nasljeduje tip podataka od argumenta a. order omoguéuje mijenjanje
rasporeda spremanja polja u memoriju.

Isti se rezultat moZe postici i na druge nacine:
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>>> import numpy as np

>>> a = np.array([0, 2, 5, 1])
>>> b = np.zeros(a.shape)

>>> print(a)

[0 25 1]

>>> print(b)

[ 6. 0. 0. 0.]

>>> import numpy as np
>>> a = np.zeros([3, 5])

>>> print(a)

[[ 0. 6. 0. 0. 0.]

[ 6. 0. 6. 0. 0.]

[ 6. 0. 0. 0. 0.]]

>>> b = np.array([2, 5, 6, 0])
>>> print(b)

[2 56 0]

>>> Cc = np.zeros_like(b)

>>> print(c)

[0 00 0]

2.1.5 Naredba ones

Za generiranje matrice zadanih dimenzija koja sadrZi jedinice koristi se funkcija ones.
Sintaksa funkcije je ista kao i kod funkcije zeros:

numpy .ones (shape, dtype=float, order='C’")

Za kreiranje matrice, koja sadrZi jedinice istih dimenzija kao neka postoje¢a matrice,
koristi se ones_like funkcija:

numpy .ones_like(a)

gdje je a matrica ¢ije dimenzije treba preuzeti.

@ Napomena
Funkcija ones_like ima dodatne argumente dtype i order koji funkcioniraju
jednako kao $to je opisano za funkciju zeros_like.

>>> import numpy as np

>>> a = np.ones([2, 4])

>>> print(a)

[[ 1. 1. 1. 1.]

[ 1. 1. 1. 1.]]

>>> b = np.ones([3, 2], dtype=int)
>>> print(b)

[[1 1]

[1 1]

[1 1]]

>>> c = np.array([5, 8])
>>> d = np.ones_like(c)
>>> print(d)

[11]
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2.1.6 Naredba eye

Generiranje dvodimenzionalne jedini¢ne matrice (sadrzi jedinice na dijagonali, a ostalo
su nule) moguce je s funkcijom eye.

@ Napomena
Funkcija eye omoguéuje generiranje isklju¢ivo dvodimenzionalnih jedini¢nih
matrica.

Potpuna sintaksa funkcije eye je:

numpy.eye(N, M=None, k=0, dtype=<class ’'float’>)

gdje je N broj redaka generiranog polja, M broj stupaca generiranog polja (ako nije
zadano, broj stupaca jednak je broju redaka), k indeks dijagonale (0 je glavna dijagonala,
pozitivna vrijednost se odnosi na dijagonale iznad, a negativna na dijagonale ispod
glavne dijagonale) dok je dtype tip podataka generiranog polja.

>>> import numpy as np

>>> a = np.eye(4)
>>> print(a)

[[ 1. 6. 0. 0.]
[ 6. 1. 0. 0.
[ 0. 0. 1. 0.
[ 6. 0. 0. 1.
>>> b = np.eye(5
>>> print(b)

[[ 1. 0. 0.]

]

]
]
]

3)

[ o. .1
[ 0. -1
[ o. .1
[ 0. . .11
>>> Cc = np.eye(3, 5, 1)
>>> print(c)

[[ 6. 1. 0.

[ 6. 0.

[ 0. 0.

2.1.7 Naredba diag

Cesto su brojevi na dijagonali matrice vazni u proratunu i javlja se potreba da ih se
spremi u zasebnu varijablu. Funkcija diag omogucéuje upravo to: generira vektor koji
sadrZi elemenate dijagonale zadane matrice.

Sintaksa funkcije vrlo je jednostavna. Funkcija diag prima kao argument 2D
matricu iz koje se Zeli preuzeti dijagonala. Dodatni argument, k, specificira poloZaj
(indeks) dijagonale: 0 je glavna dijagonala, pozitivna vrijednost se odnosi na dijagonale
iznad a negativna na dijagonale ispod glavne dijagonale.

numpy.diag(v, k=0)

import numpy as np
M1 = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])
print(M1)

2 3]
5 6]
8 9]]
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>>> print(np.diag(M1))
[15 9]

>>> print(np.diag(M1, 1))
[2 6]

Ako se funkciji diag kao argument zada 1D vektor, tada funkcija vrac¢a 2D matricu
kojoj je zadani vektor dijagonala.

>>> import numpy as np

>>> a = np.array([7, 2, 3, 11])
>>> np.diag(a)

array([[ 7,

o,
[ o, 2
[ 6, O,
[ o6, o,

2.1.8 Naredba meshgrid

Funkcija meshgrid sluZi za generiranje matrice koordinata na temelju vektora koordi-
nata. Implementacija funkcije meshgrid se vrsi na naéin:

numpy .meshgrid(x, y, sparse, indexing)

gdje su argumenti x i y jednodimenzionalna NumPy polja iz kojih ¢e se kreirati
dvije NumPy matrice jednakih dimenzija. Elementi s jednakim indeksima u dvije
kreirane NumPy matrice zajedno formiraju jednu koordinatnu tocku. Argument
sparse poprima vrijednost boolean tipa (True ili False). U slu¢aju da je sparse zadan
kao True kreiraju se samo prvi red odnosno prvi stupac za x i y polja. Argument
indexing poprima string vrijednost 'xy” ili 'ij’ te odreduje na¢in indeksiranja kreirane
matrice.

>>> import numpy as np

>>> X = np. (6, 5, 6)
>>> = , (10, 50, 5)
>>>

>>>

[ 0.

>>>

[[ 16. 10.
[ 20. 20.
[ 30. 30.
[ 40. 40.
[ 50. 50.

meshgrid je vrlo koristan kod evaluacije funkcija dviju varijabli na mreZi to¢aka,
Sto se najcedce koristi pri vizualizaciji:

>>> import numpy as np
>>> X = np. (6, 3, 4)
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>>> y = np. (06, 5, 6)

>>> XX, Yy = np. (x, y, sparse=True)

>>> 7 = nNp.COS(XX + yy**2) - np.sin(xxx*x2 - yy)

>>> 7

rray([[ 1. , -0.30116868, 0.34065566, -1.40211098],
1.38177329, -0.41614684, -1.1311125 , -1.64300187],
0.25565381, 1.12513317, 0.05087286, 0.09691566],
-0.77001025, 0.0702259 , -0.83704529, 1.12326946],
-1.71446198, -0.13404333, 0.66031671, 1.94762889],
0.03227854, -0.10988317, 0.54933218, -0.20580337]1)

a
[
[
[
[
[
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Informacije o polju i indeksiranje

Stefan Ivi¢
Miran Tuhtan

Pristupanje elementima NumPy polja je vrlo ¢esta radnja u racunarskom inZenjer-
stvu te je to fokus u ovom potpoglavlju. Za pristupanje pojedinim elementima NumPy
polja potrebno je znati indekse polja, a za indeksiranje vrlo je bitno znati informacije
poput broja elemenata i/ili oblika NumPy polja. Modul NumPy nudi mnogo alata
kojima se moZe dobiti informacija o NumPy poljima.

Informacije o polju

Svako NumPy polje ima definiran broj dimenzija, koji se moZe provjeriti pomocu ndim
atributa polja.

numpy.ndarray.ndim

ili pomoc¢u funkcije ndim
numpy .ndim(ndarray)
gdje je ndarray numpy polje.

Za svaku dimenziju, polje ima rezerviran odreden broj elemenata polja. Broj
elemenata po dimenzijma polja ¢ini niz koji se moZze dobiti preko atributa shape

numpy .ndarray.shape

ili preko funkcije shape
numpy . shape (ndarray)
gdje je ndarray numpy polje.
Ukupni broj elemenata u polju odreduje se funkcijom size

numpy.size(ndarray)

ili atributom numpy polja

numpy.ndarray.size

gdje je ndarray numpy polje.

import numpy as np
M1 = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]])
M1.ndim

np.ndim(M1)

M1.shape

3)

np.shape(M1)
» 3)

M1l.size
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>>> np.size(M1)
6

2.2.2 Indeksiranje polja

Pristupanje elementima NumPy polja vrsi se pomoc¢u indeksa na sli¢an nacin kao
i s listama. Indeks oznacava poziciju elementa polja pomocu cijelog broja, pocevsi
od nule. Kod jednodimenzionalnih polja (vektori), vrijednostima se pristupa preko
jednog indeksa upisanog u uglate zagrade. Svaki sljedeéi element vektora ima indeks
za jedan veci od prethodnog, $to znaci da je indeks zadnjeg elementa jednak ukupnom
broju elemenata vektora umanjenom za jedan. Svaki indeks koji je jednak ili veéi broju
elemenata vektora je indeks nepostojeceg elementa vektora i koriStenje tog indeksa ce
prouzroditi gresku.

>>> import numpy as np
>>> \V = np.array([6.0, 2.2, 3.0, 5.8, 5.4, 0.8])
>>> n = np.size(V)
>>> print(n)
)

indeksi = np.arange(n)

print(indeksi)
[0, 1, 2, 3, 4, 5]

for i in indeksi:

print(V[i])

.8
>>> print(V[6])
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
IndexError: index out of bounds

@ Napomena
Indeksi u jednom paru uglatih zagrada (npr. M[2, 4]) su zapravo tuple, pa se

pristupanju odredenom elementa moze vrsiti i preko tuplea indeksa (poz = (3,
1); print M[poz]).

Indeksiranje visedimenzionalnih polja je analogno jednodimenzionalnim poljima,
za svaku dimenziju se koristi po jedan indeks. Elementima polja se moZe pristupati
s indeksima svake dimenzije upisanim u uglate zagrade ili s indeksima upisanim u
jedne uglate zagrade, a razmaknutim zarezima.

Python kod 2.1 Manipulacije poljima pomo¢u indeksa
import numpy as np

M = np.array([[ 1, 2, 3, 4, 51,
[6, 7, 8, 9, 10],
[11, 12, 13, 14, 15],
[16, 17, 18, 19, 20],
[21, 22, 23, 24, 25]1])
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print(M[2][4]) # ispiSi element na poziciji 2,4
poz = (3, 2) # definiraj poziciju 3,2
print(M[poz]) # ispisi element na poziciji poz

print(M[1:-1, 1:-1]) # ispiSi dio polja bez prvih i zadnjih redaka i stupaca
print(M[:, ::-11) # ispiSi polje s obrnutim redoslijedom stupaca
print(M[::2]) # IspiSi svaki drugi redak polja

15
18
[[7 8 9]
[12 13 14]
[17 18 19]]
[[5 4 3 2 1]
[10 9 8 7 6]

[15 14 13 12 11]
[20 19 18 17 16]
[25 24 23 22 21]]
[[1 2 3 4 5]
[11 12 13 14 15]
[21 22 23 24 25]]
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Manipulacije s NumPy poljima

Stefan Ivi¢
Sinisa DruZeta

U ovom potpoglavlju predstavljene su funkcije kojima se moze manipulirati NumPy
poljima. Manipulacija poljima ovdje uklju¢uje promjenu dimenzija polja, transponi-
ranje, dodavanje i/ili brisanje elemenata polja te kopiranje polja. NumPy modul ima
veliku koli¢inu razli¢itih funkcija kojima se navedene radnje mogu vrlo lagano postiéi.

Manipulacije s dimenzijama polja

Elementi NumPy polja odredenih dimenzija, mogu se presloZiti u NumPy polje
drukg¢ijih dimenzija. Preslagivanje polja na druge dimenzije vrsi se pomo¢u funkcije
reshape:

numpy . reshape(a, newshape, order='C")

gdje je a izvorno polje, newshape vektor novih dimenzija, a order je nacin spremanja
polja u matricu.

Uvijet za reshape je da broj elemenata polja ostane isti, odnosno umnozak veli¢ina
dimenzija mora biti konstantan.

1) Napomena
Ukoliko se, kod poziva funkcije reshape, veli¢ina jedna od dimenzija ne spe-
cificira, tada se ona automatski ra¢una na temelju ostalih veli¢ina dimenzija i
ukupnog broja elemenata inicijalne matrice.

Specifi¢ni slu¢aj mijenjanja dimenzija polja je kada inicijalno polje Zelimo transfor-
mirati u jednodimenzionalno polje tj. vektor. Iako je to mogucée napraviti s funkcijom
reshape, postoji specijalizirana funkcija ravel za transformaciju n-dimnezionalnih
polja u jednodimenzionalna polja. Sintaksa funkcija je vrlo sli¢na kao i za reshape
osim 3to nije potrebno specificirati vektor veli¢ina dimenzija jer je rezultat uvijek
jednodimenzionalno polje.

numpy.ravel(a, order='C’)

Za pretvorbu matrice u vektor koristi se i funkcija flatten. Razlika je $to je ovo
funkcija ndarray objekta i uvijek kreira kopiju polja.

numpy . flatten(order="C")

Python kod 2.2 Mijenjanje dimenzija polja
import numpy as np

M1 = np.arange(0, 20)
print(M1)

M2 = np.reshape(M1, [4, 5])
print(M2)
M3 = np.reshape(M2, [2, -1])
print(M3)
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print(np.ravel(M2))
print(M3.flatten())

[6 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19]
[l 1 2 3 4]

[5 6 7 8 9]

[10 11 12 13 14]

[15 16 17 18 19]]
[fo 1 2 3 4 5 6 7 8 9]
[16 11 12 13 14 15 16 17 18 19]]

06 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19]
6 1 2 3 45 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19]

[
[

Brisanje jedini¢nih dimenzija matrice, koje vrlo Eesto znaju biti suvisne, moZe se
napraviti funkcijom squeeze.

Python kod 2.3 Mijenjanje dimenzija polja
import numpy as np

M1 = np.arange(0, 20)

M2 = np.reshape(M1, [4, 1, 1, 5])
print(M2.shape)

M3 = np.squeeze(M2)
print(M3.shape)

(4, 1, 1, 5)
(4, 5)

2.3.2 Transponiranje
Transponiranje matrica moguce je izvesti na dva nacina:
B funkcijom transpose

B atributom T

Implementacija se vrsi na nacin:

numpy . transpose(T)

gdje je argument T NumPy polje koje ¢e se transponirati.

Python kod 2.4 Transponiranje matrica
import numpy as np

M1 = np.array([
[1, 0, 3, 41,
[2, 2, 7 ,8],
[6, 8, 3, 0],
[9, 8, 2, 111)

M2 = M1.T
print(M2)
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M3 = np.transpose(M1)
print(M3)

26
28
7 3
8 0
26
28
73
8 0

2.3.3 Dodavanje i brisanje elemenata polja

Dodavanje i brisanje elemenata polja je radnja koja se vrlo ¢esto koristi u programiranju.
Postoji mnostvo NumPy funkcija koje se koriste za dodavanje, brisanje ili modificiranje
elemenata NumPy polja.

Funkcijom numpy.append se mogu vrijednosti pridodati kao zadnji elementi u
postojece NumPy polje. Koristi se na nacin:

numpy .append (arr, v)

gdje je argument arr originalno NumPy polje u koje ¢e se dodati vrijednosti, a v
vrijednost koja se dodaje kao zadnji element tog NumPy polja.

Python kod 2.5 Dodavanje elemenata na kraj NumPy polja
import numpy as np

A = np.array([1, 2, 3])

A = np.append(A, 10)

B = np.array([4, 5, 6])

B = np.append(B, [7, 8, 9])
print("A =", A)

print("B =", B)

A=[1 2 3 10]
B=1[4567809]

Umjesto da se vrijednost dodaje na kraj NumPy polja funkcijom append moze se
dodati i na neko specifi¢no mjesto u polju funkcijom insert. Ona se implementira na
nacin:

numpy.insert(arr, x, v, axis)

gdje su argumenti arr i v jednaki kao kod funkcije append, a argument x se odnosi
na indeks elementa u NumPy polju na koji se postavlja vrijednost v. Argument axis
definira nacin na koji ¢e se dodati vrijednost u NumPy polje. Zadana vrijednost
argumenta axis je 0, Sto znaci da je polje jednodimenzionalno te ¢e se vrijednost v
nadodati u nizu na poziciji x. U slu¢aju da je vrijednost argumenta 1, to znaci da
je NumPy polje u koje se nadodaje vrijednost matri¢nog oblika te se vrijednost v
nadodaje kao stupac ili redak u NumPy polje.
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Python kod 2.6 Dodavanje elemenata na specifi¢ni element NumPy polja
import numpy as np

C = np.array([1, 2, 31)
C = np.insert(C, 2, 10)

D = np.array([[4, 5, 61, [7, 8 ,9]1])
D = np.insert(D, 1, 5, axis = 0)

E = np.array([[4, 5, 6], [7, 8 ,911)
E = np.insert(E, 1, 5, axis = 1)

print("C =", C)
print("D =", D)
print("E =", E)

[ 1 210 3]
= [[4 5 6]
[5 5 5]

[7 8 9]]
[[4 55 6]
[7 58 9]]

U programskom kodu 2.6 moZe se vidjeti razlika izmedu vrijednosti 0 i 1 za
argument axis. Kada je vrijednost 0, numpy.insert je na zadanoj poziciji dodao
cijeli redak vrijednosti 5, a kada je vrijednost 1, na zadanoj poziciji je dodan stupac
vrijednosti 5.

Kada je potrebno izbrisati elemente iz NumPy polja koristi se funkcija numpy . delete
te se implementira na nacin:

numpy .delete(arr, x, axis)

gdje su argumenti arr, x i axis ve¢ definirani kod numpy.append i numpy.insert, ali
se u ovom sluc¢aju ne dodaju nove vrijednosti nego brisu elementi na poziciji x.

Python kod 2.7 Brisanje elementa u NumPy polju
import numpy as np

F = np.array([1, 2, 3])

F = np.delete(F, 2)

G = np.array([[4, 5, 6]1,[8, 9, 10]])
G = np.delete(G, 2, axis = 1)
print("F =", F)

print("G =", G)

U slucaju da se Zele promijeniti dimenzije NumPy polja moZe se koristiti funkcija
numpy . resize kojom se definira broj stupaca i/ili redaka koje moze poprimiti novo
NumPy polje. Definira se na nacin:
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numpy.resize(arr, ns)
gdje je argument arr NumPy polje koje se Zeli promijeniti, a ns su dimenzije redaka
i/ili stupaca koje ¢ée promijeniti ulazni polje arr.

Python kod 2.8 Promjena dimenzija NumPy polja
import numpy as np

H = np.array([[0,1]1, [2,3]1])
H = np.resize(H, (2, 3))

I = np.array([[4,5]1, [6,711)
I = np.resize(I, (2,4))
print("H =", H)

print("I =", I)

[[0 1 2]
[3 0 1]]

[[4 56 7]
[456 7]]

U programskom kodu 2.5 definirana su dva NumPy polja dimenzija 2 retka i 2
stupca za koje je primijenjena funkcija numpy . resize. NumPy polje H je promijenilo
oblik u 2 retka i 3 stupca te je funkcija numpy . resize automatski popunila elemente da
bi se formirao takav oblik. Kada ponestane vrijednosti za formiranje oblika vrijednosti
se ponovno ispocetka originalnog NumPy polja nadodaju.

S obzirom na to da se vrlo ¢esto u racunarskom inZenjerstvu formiraju matrice
s mnogo nula, vrlo je korisna funkcija numpy.trim_zeros koja iz jednog polja brise
vrijednosti nula s prvog i/ili zadnjeg elementa NumPy polja. Implementira se na
nacin:

numpy.trim_zeros(arr, trim)

gdje je arr NumPy polje iz kojeg se Zeli maknuti nula s pocetka i/ili kraja, a argument
trim definira s koje strane se Zeli maknuti nula. Zadana vrijednost argumenta trim je
string 'fb” koji predstavlja brisanje nula s obje strane NumPy polja. U slucaju da se Zeli
maknuti nula samo s pocetka polja potrebno je staviti vrijednost 'f’ (front), a ako se
Zeli maknuti zadnja vrijednost stavlja se vrijednost 'b” (back).

Python kod 2.9 Brisanje nula s prvog ili zadnjeg elementa NumPy polja
import numpy as np

J =np.array([0,1,2,0,5,0,2,0])
J = np.trim_zeros(J)

K = np.array([0, 1, 0])

K = np.trim_zeros(K, trim = "f")
print("J =", J)

print("K =", K)

J=[12050 2]

K=1[10]
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Funkcijom numpy.unique mozZe se iz NumPy polja u kojemu postoje vise jed-
nakih vrijednosti kreirati NumPy polje u kojemu ¢e biti jedinstvene vrijednosti bez
ponavljanja. Funkcija se definira na nacin:

numpy.unique(arr, return_index, return_inverse, return_counts, axis)

gdje je argument arr NumPy polje koje sadrZi ponavljajuce vrijednosti, axis argument
prethodno definiran kod funkcije insert. Argumenti return_index, return_inverse
i return_counts poprimaju vrijednosti boolean tipa te vracaju polje indeksa na kojemu
se nalaze ponavljajuée vrijednosti, polje indeksa ponavljanja novog NumPy polja (u
slucaju da se Zeli rekonstruirati originalnog polja) i polje koje predstavlja koliko puta
se ponavljaju vrijednosti iz novog polja.

Python kod 2.10 Formiranje NumPy polja bez ponavljanja vrijednosti
import numpy as np

L = np.array([1, 1, 2, 2, 3, 3, 51])

L = np.unique(L, return_index=True, return_inverse=True, return_counts=True)
M = np.array([[1, 2, 21, [1, 2, 2], [2, 3, 31])

M = np.unique(M, axis = 1)

N = np.array([’'a’, 'b", 'a’, ’d’, 'c’, 'b"])

N = np.unique(N)

print ("L =", L)

print ("M =", M)

print ("N =", N)

(array([1,

(
array([0,
array ([0,
array([2,
[[1 2]
[12]
[2 31]

=['a’ 'b’" 'c’ 'd’']

U programskom kodu 2.10 i rezultatu tog koda vidi se primjena funkcije numpy . unique.
Izlazna vrijednost polja L sadrzi novo polje bez ponavljajuéih vrijednosti, indekse vri-
jednosti koje su se maknuli iz originalnog polja L, indekse koji se ponavljaju da bi novo
polje poprimilo izgled originalnog polja L i koliko puta se koja vrijednost ponavlja u
novom polju da bi ono poprimilo izgled originalnog polja L. Takoder je moguce vidjeti
po NumPy polju N da se funkcija numpy . unique moze primijeniti i na vrijednosti tipa
string.

2.3.4 Kopiranje polja

Ponekad je izrazito vazno razumjeti da se NumPy polja prilikom pridruzivanja posto-
je¢eg polja novoj varijabli ne kopiraju, ve¢ se samo kreira dodatno "ime" (pointer) za
postojece polje. U tom slucaju promjena izvornog polja automatski podrazumijeva i
promjenu "novog", jer zapravo nikakvo kopiranje nije provedeno.

Ako Zelimo osigurati da zaista dobijemo kopiju polja sa kojom dalje Zelimo nesto
raditi nezavisno od stanja izvornog polja, moZemo Kkoristiti funkciju numpy.copy.
Funkcija se definira kao:
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numpy.copy(arr, order)

gdje argument arr predstavlja NumPy polje koje Zelimo kopirati, dok je argument
order opcionalan i sluZi za definiranje na¢ina mapiranja polja u memoriji ra¢unala.
Programski kod 2.11 demonstrira kreiranje kopije polja.

Python kod 2.11 Kopiranje NumPy polja
import numpy as np

X = np.array([1, 2, 31])
Y =X
Xcopy = np.copy(X)

X[0] = 10
print('X = 7, X)
print(’'Y = 7, Y)

print(’Xcopy = ', Xcopy)

X [16 2 3]
Y= [16 2 3]

Xcopy = [1 2 3]
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Ucitavanje i spremanje NumPy polja

Stefan Ivi¢

Vrlo se cesto dogada da se rezultati raznih proracuna ili mjerenja spremaju u
tekstualne datoteke. Takve datoteke, svaka zapisana u svom formatu cesto se ucitavaju
u Python za daljnju obradu, vizualizaciju ili provjeru. NumPy pruZa gotove funkcije
za automatizirano ucitavanja tablicnih podataka u NumPy polja.

Jednako bitna je i moguénost spremanja podataka iz NumPy polja u tekstualne
datoteke.

Osim tekstualnih datoteka, ucitavanje i spremanje NumPy polja moguce je i s
binarnim datotekama.

Ucitavanje iz tekstualnih datoteka

Utitavanje numerickih vrijednosti iz tekstualnih datoteka u NumPy polja vrsi se sa

funkcijom loadtxt. Podrazumijeva se da su brojevi u tekstualnoj datoteci zapisani u

retcima koji svi imaju jednak broj zapisanih vrijednosti. Arumenti funkcije loadtxt

omogucavaju detaljnije odredivanje ucitavanja tekstualne datoteke pomocu razdvojnika,

komentara, odredivanja pasivnih pocetnih redaka te odabir stupaca za uditavanje i dr.
Sintaksa funkcije s najceS¢e koriStenim argumentima je:

numpy . loadtxt(fname, comments, delimiter, skiprows, usecols)

gdje je fname ime datoteke iz koje se ucitavaju podaci, comments je simbol kojim zapo-
¢inju pasivni retci (komentari), delimiter je simbol(i) kojim su razdvojene vrijednosti
u retcima, skiprows je broj pocetnih redaka koji se preskacu prilikom ucitavanja a
usecols je lista indeksa stupaca koji se ucitavaju.

1) Napomena
Zadana vrijednost argumenta delimiter je None Sto znaci da se redak dijeli na
temelju razmaka (podrazumijeva i tabulatore) i viSe uzastopnih razmaka smatra
kao jedan razmak.

Sadrzaj datoteke data. txt:

Tehnicki fakultet
Zavod za mehaniku fluida i racunarsko inzenjerstvo

1 8.14 28.72 -0.12 126.04 5
2 8.37 26.79 -0.47 130.96 9
3 4.41 26.55 -0.44 125.82 2
4 6.74 22.48 -0.55 133.24 0
5 5.30 24,30 -0.70 137.91 9
* ovo je komentar

6 6.11 22.14 -0.87 102.43 7
7 2.10 25.96 -0.90 137.88 2
*8  7.40 24.40 -0.03 122.03 1
9 0.07 22.04 -0.73 143.81 2
10 8.45 23.07 -0.47 137.48 0
11 2.91 22.07 -0.07 116.26 6
12 9.14 20.70  -0.10 132.36 9
13 7.62 23.83 -60.51 111.39 1
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Python kod 2.12 Ut¢itavanje iz tekstualne datoteke
import numpy as np

M = np.loadtxt(’'data.txt’, skiprows=4, comments='*', usecols=(1l, 3, 5))
print(M)

8.
8.
4.
6.
5.
6.
2.
0.
8.
2.
9.
7.

LI T T T T T T S T |
[clcoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNo)
H OO ONNYNOONOVWUm

2.4.2 Naredba genfromtxt

Naprednije mogucnosti pri ucitavanju NumPy polja iz tekstualnih datoteka pruza
funkcija genfromtxt. Funkcija genfromtxt podatke tipa string automatski pretvara u
decimalan broj vrijednosti nan.

@ Napomena
U datoteci se mogu pojaviti vrijednosti none ili error koji mogu za funkciju

loadtxt uzrokovati probleme s ucitavanjem datoteke zbog kombiniranja razli¢itih
tipova varijabi u jednoj datoteci (int/ float i string). Funkcija genfromtxt nema
problema s tim jer vrsi konverziju takvih vrijednosti.

Nedostajuce podatke moze se zamijeniti nekim drugim vrijednostima, primjerice:

numpy.genfromtxt(’data.txt’, filling_values=-999)

Gdje argument filling_ values predstavlja vrijednost kojom ¢ce biti zamijenjene
sve varijable tipa str koje se pojave u datoteci. Ukoliko se argumentu definira lista vise
vrijednosti, vrijednosti za zamjenu varijabli tipa "string ¢e biti pridruZene pripadnom
stupcu. Sadrzaj datoteke datal. txt:

8.14 26.72 -0.12
8.37 none -0.47
N/A 26.55 -0.44

none 22.48 error
7.42 24.3 none

Python kod 2.13 Utitavanje iz tekstualne datoteke
import numpy as np

M = np.genfromtxt(’datal.txt’, filling_values=(-100,-200,-300))
print(M)

[[ 8.14 26.72 -0.12 ]
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[ 8.37 -200 -0.47 ]
[ -100 26.55 -0.44 ]
]
]

[ -100 22.48 -300

[ 7.42 24.3 -300 1

Spremanje u tekstualne datoteke

Funkcija savetxt omoguéava jednostavno spremanje NumPy polja u tekstualne dato-
teke.

numpy .savetxt(fname, X, fmt, delimiter, newline, header, footer, comments)

gdje su argumenti fname, comments i delimiter isti kao i kod funkcije loadtxt,
opisani u poglavlju 2.4.1. U argumentu X su stavljeni podaci u obliku polja koji ¢e
se spremiti u datoteku. Argument fmt definira nacin na koji ¢e se zapisati podaci,
moguce je skratiti decimalni zapis, koristiti znanstveni zapis brojeva itd. Argumentom
newline se definira koja je oznaka kojom se dijele redovi podataka, a funkcije header
i footer sluZe za zadavanje zapisa (string) na pocetku odnosno na kraj datoteke u
koju se sprema.

Python kod 2.14 Pisanje u tekstualnu datoteku
import numpy as np

X = np.eye(4) * np.pi

naslov = "Naslov datoteke"
kraj = "Kraj datoteke"

M = np.savetxt("datoteka.txt", X, fmt="%.5e’, newline='\n’, header=naslov, footer=
kraj)

Sadrzaj datoteke datoteka. txt koja je generirana programskim kodom 2.14:

Naslov datoteke

.14159e+00 0.00000e+00 0.00000e+00 0.00000e+00
.00000e+00 3.14159e+00 0.00000e+00 0.00000e+00
.00000e+00 0.00000e+00 3.14159e+00 0.00000e+00
.00000e+00 0.00000e+00 0.00000e+00 3.14159e+00
Kraj datoteke

oo o wH

Naredba save

Funkcija save omogucava da se NumPy polje spremi kao NumPy binarna datoteka
ekstenzije .npy. Implementira se na nacin:

numpy .save(file, arr)
gdje je argument file ime binarne datoteke u koju ¢e se spremiti, a arr je NumPy
polje koje se Zeli spremiti.

Python kod 2.15 Spremanje polja u NumPy datoteku
import numpy as np

X = np.array([1, 2, 3, 4])
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M = np.save("numpy _polje", X)

Naredbe savez i savez_compressed

Funkcije savez i savez_compressed koriste se za spremanje nekoliko NumPy po-
lja u jednu NumPy binarnu datoteku ekstenzije .npz. Razlika izmedu dvije nave-
dene funkcije je ta da savez polje ne koristi kompresiju podataka pri spremanju
dok savez compressed koristi. Isti argumenti se implementiraju u funkcije savez i
savez_compressed te se vrsi na nadin:

numpy .savez(fname, X, Y)

numpy .savez_compressed(fname, X, Y)

gdje je fname ime datoteke u koje ¢e se spremiti polja (ekstenzija .npz), a Xi Y su polja
koja se Zele spremiti u tu datoteku.

Python kod 2.16 Pisanje vise NumPy polja u datoteku
import numpy as np

X = np.arange(1, 10, 1)
Y = Xxx2
Z = XxY

M = np.savez("tri polja", X, Y, Z)
M_komprimirano = np.savez_compressed("tri polja komprimirano", X, Y, Z)

Naredba load

Da bi se datoteke koje su kreirane funkcijama save, savez i savez_compressed ucitale
natrag u program potrebno je iskoristiti funkciju load. Funkcija load se definira na
nacin:

numpy . load (file)

gdje je file argument naziva datoteke u kojoj je spremljeno binarno NumPy polje ili
polja. MoZe ucitati ekstenzije .npy i .npz te se one moraju dodati uz ime datoteke da bi
funkcija radila.

Python kod 2.17 Citanje NumPy datoteke u program
import numpy as np

A = np.load("numpy_polje.npy")
B = np.load("tri polja.npz")
C = np.load("tri_polja_komprimirano.npz")

print(B.files)
print(C.files)

U programskom kodu moZe se vidjeti implementacija funkcije Load te je uz
svaku varijablu komentar. Kada se ¢ita jedno NumPy polje ekstenzije .npy kreirano
funkcijom save, onda load sprema podatke iz datoteke u listu, dok se za savez i
savez_compressed podaci spremaju u dictionary tip podatka (opisan u poglavlju
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). Da bi se pristupilo spremljenim poljima u tom tipu podatka potrebno je znati
vrijednost key elementa, a te vrijednosti se mogu dobiti atributom files kao $to je
napravljeno u programskom kodu.
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Matriéni rac¢un

Stefan Ivi¢ I

NumPy modul numpy.linalg sadrZi funkciju kojom se moZze rjeSavati sustav
linearnih jednadZzbi. Za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi potrebno je kreirati
NumPy polje matri¢nog te vektorskog oblika.

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi
Za rjeSavanje sustava linearnih jednadzZbi

Ax=b 2.1)
koristi se NumPy funkcija solve (koja se nalazi u modulu linalg):

numpy.linalg.solve(a, b)

gdje je a matrica sustava a b vektor slobodnih ¢lanova.

Python kod 2.18 Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi
import numpy as np

A = np.array([
[ 1.0, 3.0, 6.0],
[-2.0, 0.0, 3.0],
[ 8.0, -2.0, 0.0]
1)
b = np.array([2.0, 6.0, 0.0])

x = np.linalg.solve(A, b)

print(x)

[-0.58823529 -2.35294118 1.60784314]

Detaljni postupak rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi i koriStene metode opisane
su u poglavlju 4.5.
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Rad s polinomima

Sinisa DruZeta

NumPy sadrZi mnogo prikladnih funkcija za rad sa polinomima, sto ukljucuje
kreiranje polinoma, manipulacije s polinomima te prilagodbu na podatke (eng. fitting).
Sve te funkcionalnosti sadrzane su u podmodulu numpy.polynomial.

Za rad s polinomima potrebno je importirati Polynomial klasu:

from numpy.polynomial import Polynomial

Sada moZemo definirati polinom pomocu koeficijenata:

p = Polynomial(koeficijenti)

ili pomocu korijena (nul-toc¢aka):

p = Polynomial.fromroots(korijeni)

a moZemo i kreirati polinom m-tog stupnja regresijom na skupu tocaka (X,Y):

p = Polynomial.fit(X, Y, m)

Na definiranom polinomu mozemo ocitati koeficijente

p.convert().coef

dok se lista njegovih korijena moZe dobiti s

p.roots()

Evaluacija polinoma p u danoj tocki x moZe se vrsiti pozivom Polynomial objekta
kao funkcije:

y = p(x)

gdje x moZe biti broj ili ndarray.

Python kod 2.19 Zadavanje polinoma kao Polynomial objekta
import numpy as np

from numpy.polynomial import Polynomial

import matplotlib.pyplot as plt

pl = Polynomial([ 5.6, 1.7, -8.3, 1.1)
print(’pl:’)
print(pl)

p2 = Polynomial.fromroots([-3, -1.02, 6.75])
print(’\np2:’)
print(p2)

print(’\nKoeficijenti:’)
print(pl.convert().coef)
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print(p2.convert().coef)

# Korijeni polinoma
x01 = pl.roots()

x02 = p2.roots()
print(’\nKorijeni:")
print(x01)
print(x02)

x = np.linspace(-6, 10, 200)
yl = pl(x)
y2 = p2(x)

plt.plot(x, yl, 'g’, label="pl’")

plt.plot(x, y2, 'r’, label="p2’")

plt.plot(x01, np.zeros_like(x01), 'go’, label='Korijeni pl’)
plt.plot(x02, np.zeros_like(x02), 'rs’, label='Korijeni p2')
plt.axhline(c="k’, lw=0.8)

plt.legend(loc="best")

plt.show()

+ 1.7 x - 8.3 xxx2 + 1.0 x*x*3

p2:
-20.655 - 24.075 x - 2.73 x**¥2 + 1.0 x*x*3

Koeficijenti:
[ 5.6 1.7 -8.3 1. ]
[-20.655 -24.075 -2.73

Korijeni:
[-0.7 1. 8. 1
[-3. -1.02 6.75]

Slika 2.1
— Graf polinoma iz primjera 2.19
Wl __ p
® Korijeni pl

g4 ™ Korijeni p2

=200 1

=400 1
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Matplotlib

Luka Grbcié
Tvana Lucin

Matplotlib je knjiznica za vizualizaciju podataka u programskom jeziku Python.
Sadrzi mnoge funkcionalnosti koje olakSavaju korisniku izradu razli¢itih vrsta grafova
s mnogim mogucnostima prilagodbe njihova izgleda. Omogucava jednostavnu izradu
linijskih 2D grafova i animacija kao i njihovo pohranjivanje.

Podmodul PyPlot

Modul za izradu grafova unutar knjiznice matplotlib je PyPlot. Funkcije koje su
dio modula omogucavaju brzo i jednostavno kreiranje grafova, pri ¢emu korisnik u
potpunosti moZe regulirati svojstva linija, teksta, koordinatnih osi, dimenzija grafa
itd. PyPlot podrzava izradu grafova i koristenjem NumPy polja. Dodavanje modula u
programski kod se izvrSava pomocu naredbe:

import matplotlib.pyplot

Terminologija koja se koristi pri izradi grafova u matplotlib knjiznici i PyPlot
modulu je prozor (eng. figure), prostor crtanja (eng. axes) te osi (eng. axis) prikazano
na slici

Osim prikaza grafova u posebnom prozoru u Spyder 3 okruZenju moguce je
prikazati grafove i direktno u IPython konzoli, slika

Ako se u kod postavi viSe uzastopnih funkcija za prikaz grafa, tada ¢e se grafovi
iscrtati na jednom prozoru, odnosno na istom prostoru crtanja. Da bi se grafovi
prikazali u posebnom prozoru, potrebno je nakon naredbe za prikaz grafa napisati
funkciju show:

matplotlib.pyplot.plot(args)
matplotlib.pyplot.show()

U slucaju prikaza grafa u IPython konzoli nije potrebno napisati funkciju show nakon
pozivanja funkcije plot.
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Linijski grafovi

Luka Grbcié
Tvana Lucin

Za crtanje linijskih grafova kao argument u funkciji plot potrebno je staviti vektor
koordinata toc¢aka za svaku os.

matplotlib.pyplot.plot(x, y)

Za generiranje grafa funkcija plot pristupa pojedinom elementu vektora x te ga
pridruZuje odgovaraju¢em elementu vektora y ¢ime oni formiraju x i y koordinatu za
jednu to¢ku grafa. Elementi vektora x i y moraju imati jednaki broj elemenata da bi
funkcija plot radila.

matplotlib.pyplot.plot(y)

U slucaju da se postavi samo vektor y osi, funkcija plot ée sama kreirati uniformni
vektor jednake duljine za os x [0, 1, 2, 3, ..., n].

Python kod 3.1 Dva jednostavna grafa

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

A =10, 5, 0, 5]
plt.plot(A)

np.linspace(0, 3, 100)
2.5 + 2.5%xnp.cos(np.pi * x)

<
I n

plt.plot(x,y)
plt.show()

Programski kod 3.1 kreira dva grafa na jednom prostoru crtanja funkcijom plot te
ih prikazuje funkcijom show.

Slika 3.3
Grafovi generirani iz primjera

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Promatraju¢i sliku i odgovarajuci programski kod moze se vidjeti da je graf
plave boje definiran samo jednim argumentom, vektorom od cetiri elemenata. Funkcija
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plot je za taj vektor sama kreirala jo$ jedan vektor koji odgovara x osi te ima jednak
broj elemenata i definiran je kao [0, 1, 2, 3]. Graf zelene boje poprima dva vektora x iy
kao argument. Vektor x je definiran sa 100 elemenata, a vektor y zbog svoje ovisnosti
o vektoru x poprima jednak broj elemenata. Funkcija plot tocke u vektorima spaja
linijama te se tako dobije izgled krivulje. Manjim brojem toc¢aka u vektoru dobije se
izgled manje zagladene krivulje.



3.3

108 Poglavlje 3. Vizualizacija podataka

Dodatne postavke linijskih grafova

Luka Grbcié
Tvana Lucin

U funkciji plot moguce je definirati boju grafa, tip oznake (eng. marker) tocke
koordinata i tip linije kojom ¢e funkcija plot spajati koordinate. Da bi se postavka
primijenila, potrebno je boju grafa i tip oznake to¢ke napisati kao argument u funkciji
plot. Argument je string i definira se nakon vektora grafa.

Jednostavni primjer funkcije s argumentom za crtanje grafa crvene boje s punom
linijjom:

matplotlib.pyplot.plot(x,y, 'r-")
U sluc¢aju da argument za postavku boje nije definiran u funkciji plot, postavlja

se zadana boja, a ako oznaka tocke nije definirana, funkcija plot spaja to¢ke punom
linijom.

Tablica 3.1

Simbol Tip linije Tipovi linija

Puna linija
Iscrtkana linija
I Crta-toc¢ka

Tockasta linija

Simbol Boja Ei?iica 32
b’ Plava

r Crvena

‘9’ Zelena

e’ Cijan

m’ Magenta

Y Zuta

'k’ Crna

W’ Bijela
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Simbol Oznaka

n Tocka

n Piksel

"o’ Krug

v Trokut prema dolje

Trokut prema gore

> Trokut prema desno
<’ Trokut prema lijevo
s’ Kvadrat
"p’ Peterokut
Tx! Zvijezda
"h’ Sesterokut 1
"H’ Sesterokut 2
T+ Plus
"X’ Kriz
'D’ Romb
d’ Tanki romb

Vertikalna linija

_ Horizontalna linija

Python kod 3.2 Primjena razli¢itih oznaka i boja

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X =0n
f1 =
2 =
f3 =
4 =

.linspace(0, 5, 10)
+ 1

+5
+ 9
+ 13

X X X X ©

plt.plot
plt.plot

(x, f1, 'r-.0")

(x
plt.plot(x

(x

()

, 2, 'cx')
, 3, "k-x")
plt.plot(x, f4, 'g:D")
plt.show

Tablica 3.3
Oznake
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Slika 3.4
Grafovi razli¢itih boja i oznaka iz
programskog koda

17.5 A
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10.0

7.5

5.0

2.5 A

Na slici vidi se prikaz grafova koji su definirani u programskom kodu
Zadana su Cetiri razli¢ita grafa s istim vektorom osi X, a razli¢itim vektorima osi y.

Svaki graf je izgledom drugaciji jer su argumenti za boje, oznake i linije drugacije
definirani u funkciji plot nakon x i y vektora.

Napredno definiranje boja

U funkciji plot moguce je naprednije definirati boju grafa koja ¢e se koristiti, a to se
radi dodavanjem argumenta color (ili samo c) nakon x i y vektora:

matplotlib.pyplot.plot(x, y, color=0.5)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, color='#0000FF")
matplotlib.pyplot.plot(x, y, ¢=(0.2, 0.7, 0.1))
matplotlib.pyplot.plot(x, y, ¢ ='Blue’)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, ¢ ='C1’")

Op¢enito, vrijednosti argumenta color su definirane kao:

B gray_string - string koji definira nijansu sive boje, gdje je vrijednost 0 crna boja,
a 1 bijela boja

m hex_string - string heksadecimalne vrijednosti boje (npr. "#0000FF’)

®m rgb_tuple - tuple u kojem su definirana tri broja koja odgovaraju udjelima
crvene, zelene i plave boje

m html_string - string koji sadrzi HTML naziv boje

m C_string - string koji sadrzi oznaku standardnih matplotlib boja ("C0’, 'C1’, 'C2’,
.y 'C9)

Boje je moguce i definirati punim nazivom:

matplotlib.pyplot.plot(x, y, color='grey’)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, c='darkorange’)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, color="black’)

U dokumentaciji knjiZznice matplotliba (
) moguce je vidjeti punu listu svih boja koje se mogu koristiti (s i
bez argumenta color).


http://matplotlib.org/examples/color/named_colors.html
http://matplotlib.org/examples/color/named_colors.html
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Python kod 3.3 Napredne postavke boja

impo
impo

X =
gl =
92 =
93 =
g4 =
g5 =

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

rt matplotlib.pyplot as plt
rt numpy as np
np.linspace(0, 5, 10)
+ 1

+ + + +

plot(x, gl, color="0.8")

X, g2, c=(0.2, 0.6, 0.2))
X, g3, color="Cyan")

X, g4, c="#FF8C00")

X, g5, c="C0")

)

20 A

15 4

10 ~

Slika 3.5
Grafovi razli¢itih boja iz program-
skog koda

3.3.2 Nap
Kao

redno definiranje oznaka i linija
$to je moguce naprednije definirati karakteristiku boje grafa, tako je moguce

oznaku i linije grafa detaljnije definirati. Oznake se kao argument u funkciji plot
mogu definirati koriste¢i sljedece naredbe:

marker - naredba kojom se definira tip oznake, simboli definirani u tablici
markersize (ms) - broj kojim se definira veli¢ine oznake
markeredgecolor (mec) - string kojim se definira boja ruba oznake
markerfacecolor (mfc) - string kojim se definira boja lica oznake
markeredgewidth (mew) - broj kojim se definira debljina ruba oznake

markevery - broj kojim se definira koliko toc¢aka ¢e biti prikazano (npr. svaka
druga)

Navedeni argumenti postavljaju se na nacin:

matplotlib.pyplot.plot(x, y, markersize=5)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, markeredgecolor='r’, markerfacecolor='b’)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, markevery=2, markeredgewidth=1)
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Python kod 3.4 Napredne postavke oznaka

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X =n
hl =
h2 =
h3 =
h4 =

.linspace(0, 5, 10)
+ 1

+ 5
+ 9
+ 13

X X X X ©

plt.plot(x
plt.plot

( hl, color="0.25", marker='x', markersize=8, markevery=3)

(
plt.plot(

(

(

x, h2, c=(0.4, 0.2, 0.7), marker="+", markeredgewidth=3)
h3, marker="0', markerfacecolor="orange’, markeredgecolor="k")
", marker='D’', markeredgecolor="lightyellow")

X,
plt.plot(x, h4, c="g’,
)

plt.show

Slika 3.6
Grafovi razli¢itih oznaka i boja iz
programskog koda

17.5 A
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Linije se podesavaju sljede¢im argumentima u funkciji plot:
B linestyle - string kojim se definira tip linije, stringovi definirani u tablici
® linewidth - broj kojim se definira debljina linije

Argumenti se implementiraju na nadin:

matplotlib.pyplot.plot(x, y, linestyle='--')
matplotlib.pyplot.plot(x, y, linewidth=4)
matplotlib.pyplot.plot(x, y, linestyle=’':’, linewidth=1.8)

Python kod 3.5 Napredne postavke linija

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X = np.linspace(0, 5, 10)

hl =x +1
h2 =x + 5
h3 = x + 9

plt.plot(x, hl, color="0.1", linestyle=":")
plt.plot(x, h2, c='darkred’, linestyle='--', linewidth=4)
plt.plot(x, h3, marker="0', linestyle='-.’, linewidth=0.3)
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plt.show()
Slika 3.7
147 ® ¢ Grafovi razli¢itih tipova linija defi-
e niranih u programskom kodu
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3.3.3 Transparentnost grafova

Uz sve navedene mogu¢nosti naprednijeg podeSavanja izgleda grafova, moguce je i
podesiti transparentnost samog grafa na prostoru crtanja. Transparentnost grafa se u
funkciji plot definira argumentom alpha na nacin:

matplotlib.pyplot.plot(x, y, alpha=0.5)
gdje alpha mora biti broj od 0 do 1. Nize vrijednosti ¢ine graf viSe transparentnim
dok vrijednost 1 formira potpuno netransparentan graf.

Python kod 3.6 Transparentnost linija

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X = np.linspace(0, 5, 10)

hl =x+1

h2 = x +5

h3 =x +9

h4 = x + 13

plt.plot(x, hl, color="darkred’, alpha=0.2)
plt.plot(x, h2, color="darkred’, alpha=0.5)
plt.plot(x, h3 color="darkred’, alpha=0.7)
plt.plot(x, h4, color="darkred’, alpha=1)
plt.show()

U programskom kodu

poprima drugu nijansu.

je definirana samo jedna boju za svaku krivulju, ali je uz
argument boje dodan i argument transparentnosti alpha te zato na slici

svaka boja
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Slika 3.8

17.5 - Grafovi razli¢itih transparent-
nosti, definirano u programskom

15.0 kodu

12.5

10.0 4

7.5 -

5.0

2.5 4

Bojanje poducja izmedu dvije krivulje

Naredba fill_between omogucava popunjavanje bojom prostora ispod krivulje. Argu-
menti koje je potrebno zadati naredbi su x i y koordinate to¢aka od kojih se popunjava
povrsina prema X-0si.

matplotlib.pyplot.fill_between(x, y)

Dodatni opcionalni argument funkcije je y2, koji odreduje y-koordinate toc¢aka
dodatne krivulje koja predstavlja drugu granicu podrucja koje se popunjava bojom.
Ukoliko je y2 broj onda je druga granica horizontalni pravac definiran konstantom.

matplotlib.pyplot.fill_between(x, y, y2)

Dodatno, moguca je promjena boje (color), prozirnosti (alpha) i sl.

Python kod 3.7 Primjer upotrebe naredbe fill_between

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X = np.linspace (0, 10, 200)

ya =2/ (1 + x*x2)

yb = np.cos (x) - 3

yc = 2 + np.sqrt(x) + 1

yd =5 - np.sin(x)

plt.plot(x, ya, label="A")

plt.plot(x, yb, label='B")

plt.plot(x, yc, label='C")
( )

plt.plot(x, yd, label='D"’

plt.fill_between(x, ya, alpha=0.2, label="fill od A do x-o0si’)

plt.fill_between(x, yb, y2=-1, alpha=0.2, label='fill od B do -1")

plt.fill_between(x, yc, yd, alpha=0.2, label="fill od C do D")

plt.legend(loc="right")
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plt.subplots_adjust(left=0.03, right=0.99, bottom=0.05, top=0.98)

Slika 3.9

Primjeri za popunjavanje podrucja
grafa bojom koristenjem naredbe
4 fill_between

— A

2 B

—cC

— D
fill od A do x-osi
fill od B do -1
fillod C do D
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Svojstva prikaza grafa

Tvana Lucin
Luka Grbcic¢

Novi prozor stvara se pomocu funkcije figure. Pozivanjem funkcije na odgovara-
juéim mjestima u kodu omogucava se prikaz grafova u odvojenim prozorima.

matplotlib.pyplot.figure()

Funkcija figure po potrebi moZe primati dodatne argumente kojima se moze regulirati
izgled grafa:

matplotlib.pyplot.figure(figsize = (4, 3), dpi = 100)

Argument figsize prima tuple koji specificira Sirinu i visinu prozora u in¢ima. Argu-
ment dpi (dots per inch) regulira rezoluciju koja je bitna kod spremanja grafova u raster
format ili pri spremanju animacija u video format.

matplotlib.pyplot.figure(edgecolor ='blue’, linewidth=1, facecolor='lightblue’)

Argument facecolor definira boju oko prostora crtanja grafa. Argumenti edgecolor
i Linewidth reguliraju boju i debljinu okvira grafa.

Na primjeru programskog koda 3.1 napravljen je programski kod gdje je na
odgovarajuca mjesta pozvana funkcija figure pri ¢emu se postiZze prikaz grafova u
odvojenim prozorima s razli¢itim postavkama prikaza grafa.

Python kod 3.8 Odvojeni prikaz grafova

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

A=1[0, 5, 0, 5]
plt.figure(figsize=(4,3), dpi=100)
plt.plot(A)

x = np.linspace(0, 3, 100)
y = 2.5 + 2.5%np.cos(np.pi * X)

plt.figure(edgecolor="blue’, linewidth=1, facecolor='lightblue”)
plt.plot(x, vy)

plt.show()

Prostor crianja

Dodavanje naslova na prostor crtanja se vrsi pomocu funkcije title:
matplotlib.pyplot.title(’Tekst naslova’)
Ukljucivanje i isklju¢ivanje mreZe pomoc¢nih linija na prostoru crtanja vrsi se pozivom

funkcije grid koja se moZe pozvati i bez dodatnih argumenata koji sluZze za preciznije
definiranje postavki.

matplotlib.pyplot.grid(b="on’, axis='x’, which='major’)
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Argumentom b kontrolira se isklju¢ivanje ili uklju¢ivanje mreZze pomocnih linija. MoZe
poprimiti vrijednosti true ili false kao i on ili of f. Argumentom axis kontrolira se
za koje e osi biti postavljena mreza pomo¢nih linija. Vrijednosti za axis mogu biti
both, x i y. Argument which moze biti major, minor ili both i sluzi za kontrolu prikaza
glavne ili sporedne mreZe pomo¢nih linija. Ukoliko se Zeli prikazati samo sporedna
mreZa pomocnih linija potrebno je pozvati dodatnu funkciju za njen prikaz.

matplotlib.pyplot.grid(which="minor"’)

minorticks_on()
Funkcija grid moze primati dodatne argumente za detaljniju kontrolu izgleda linija
mreZe pomoc¢nih linija. Primjerice:

matplotlib.pyplot.grid(color="k’, linestyle=’':’, linewidth='0.2")

Funkcijama x1im i ylim odreduju se granice prostora crtanja. Sintaksa funkcije je:

matplotlib.pyplot.xlim( (xmin, xmax))
matplotlib.pyplot.ylim((ymin, ymax))

Naslov grafa Slika 3.10 .
° Izmijenjenje granice grafa

|
-

Dodaju li se izvornom programskom kodu 3.1 sljedece linije prije poziva funkcije
show:

matplotlib.pyplot.title(’
matplotlib.pyplot.grid(
matplotlib.pyplot.xlim(
matplotlib.pyplot.ylim(

Naslov grafa’)

'11 4))
-1, 6))

— e~ — —

moguce je dobiti graf na slici

Koordinatne osi

Funkcijama xlabel i ylabel moguce je dodati nazive koordinatnim osima:

matplotlib.pyplot.xlabel(’'Opis x o0si’)
matplotlib.pyplot.ylabel('Opis y osi’)
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Ukoliko se Zele promijeniti oznake vrijednosti na koordinatnim osima to je moguce
uciniti pozivom funkcije ticks. Funkcija kao argumente moze primiti vektor lokacija
na kojima se Zele postaviti oznake te vektor koji sadrzi njihove nazive.

matplotlib.pyplot.xticks(location, labels)

Na taj nac¢in moZe se regulirati broj podjela na koordinatnim osima te se takoder mogu
definirati nove tekstualne oznake na koordinatnim osima. Primjerice ukoliko se graf
Zeli prikazati na osi x na podrucju od 0 do 7r s korakom 71/4 i na osi y na podru¢ju od
0 do 6 s korakom 2 potrebno je dodati sljedece linije:

matplotlib.pyplot.xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, np.pi*3/4, np.pil])
matplotlib.pyplot.yticks([0, 2, 4, 6])

Slika 3.11
Prilagodene vrijednosti na koordi-
natnim osima

0.000 0.785 1571 2.356 3.142

Navedene linije produciraju graf na slici . Kako bi se promijenile i oznake na
osima potrebno je funkciji xticks dati vektor s pripadnim tekstualnim vrijednostima
koje ¢e na grafu zamijeniti postojece:

matplotlib.pyplot.xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, np.pix3/4, np.pi],
[70", "$\pi$/4’, '$\pi$/2’, '$\pi$*x3/4’', '$\pis$’l)

Na taj se na¢in producira konacan izgled grafa prikazan na slici
Kako bi se prikazale koordinatne osi mogu se koristiti funkcije axhline i axvline.
Pozivanje navedenih funkcija bez argumenata kreiraju se osi x i y na grafu:

matplotlib.pyplot.axhline()
matplotlib.pyplot.axvline()

Dodavanjem sljedecih linija izvornom kodu

matplotlib.pyplot.axhline(3)
matplotlib.pyplot.axvline(2, color='k’, linestyle='--")

dobiva se graf (slika ) na kojem je kreirana horizontalna linija koja prolazi kroz
vrijednost 3 i vertikalna linija koja prolazi kroz vrijednost 2. Vertikalnoj liniji je dodat-
nim argumentima definiran prikaz crnom bojom i isprekidanom linijom. Kori$tenjem
ostalih argumenata za manipulaciju linijama moZze se dodatno prilagoditi izgled grafa.
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Slika 3.12
Prilagodene oznake vrijednosti na
koordinatnim osima
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Slika 3.13
Dodana vertikalna i horizontalna
linija
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Ukoliko se graf Zeli prikazati s jednakim granicama za obje osi potrebno je pozvati
funkciju:

matplotlib.pyplot.axis(’equal’)

3.4.3 legenda

Za svaku krivulju prikazanu na grafu moZe se pozivanjem argumenta label unutar
funkcije plot definirati njen opis. Opisi se mogu prikazati u legendi na prostoru
crtanja pomoc¢u funkcije Llegend. Argumentom loc odreduje se pozicija legende na
prozoru. Vrijednosti koje se daju argumentu mogu biti cijeli brojevi ili stringovi koji
specificiraju poziciju legende na prostoru crtanja.

Python kod 3.9 Prikaz legende na grafu

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(0, 10, 100)
yl = np.sin(x)
y2 = np.cos(x)
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plt.plot(x, yl, label='sinus’)
plt.plot(x, y2, label="kosinus’)
plt.legend(loc="upper center’)

plt.show()
: Slika 3.14
1007 — sinus Prikaz legende na grafu
kosinus
0.75 -
0.50 -
0.25 -
0.00 -
0.25 -
0.50 -
0.75 -
1.00
0 2 10
Pozicii Broi Stri Tablica 3.4
ozicya 1) tring Pozicija legende
Gore desno 1 "upper right’
Gore lijevo 2 "upper left’
Dolje lijevo 3 "lower left’
Dolje desno 4 "lower right’
Desno 5 "right’
Na sredini lijevo 6 "center left’
Na sredini desno 7 "center right’
Dolje u sredini 8 "lower center’
Gore u sredini 9 "upper center’
U sredini 10 "center’

3.4.4 Anotacije

Na grafu se mogu dodati tekstualne oznake pomoc¢u funkcije annotate. Funkciji je
potrebno definirati tekst koji ¢e se prikazati na grafu i koordinate koje definiraju gdje
Zelimo da se tekst prikaze. Lokaciju je potrebno definirati u argumentu xy:

matplotlib.pyplot.annotate(’tekst oznake’, xy=(1, 1))

Tekst je takoder mogucée prikazati s pokaznim strelicama navodenjem dodatnih argu-
menata u funkciji:

matplotlib.pyplot.annotate(’tekst oznake’, xy=(1,1), xytext=(3,3),
arrowprops=dict(facecolor="black’, width=0.5, shrink=0.1)))

Argument xytext definira zavrsnu tocku pokazne strelice, argument arrowprops
omogucava detaljnije definiranje izgleda strelice gdje se moZe regulirati boja, veli¢ina
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linije i vrha strelice kao i udaljenost vrha strelice od toc¢ke na koju pokazuje (argument
shrink).

Python kod 3.10 Prikaz anotacija na grafu
import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot([1, 2], [1, 2], '0o")
plt.annotate(’opisl’, xy=(1.1, 1))
plt.annotate(’opis2’, xy=(2, 2), xytext=(3, 3),
arrowprops=dict(color="orange’, width=0.5,
headwidth=5, shrink=0.1))
plt.xlim(0, 5)
plt.ylim(0, 5)

plt.show()
5 Slika 3.15
Prikaz anotacija na grafu
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IzvrSavanjem programskog koda dobiva se izgled na Slici , gdje su prika-

zana oba nacina kreiranja anotacija na grafu.
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Spremanje grafova

Luka Grbcié
Tvana Lucin

Spremanje grafova radi se funkcijom savefig koju sadrZi PyPlot modul. Funkcija
savefig postavlja se nakon $to je napisana i definirana funkcija plot:

matplotlib.pyplot.plot(x, y)
matplotlib.pyplot.savefig(’imedatoteke’)

gdje savefig kao argument poprima ime datoteke u obliku stringa. Ako format
slike nije definiran kao ekstenzija na ime datoteke, funkcijasavefig sprema sliku u
zadanom formatu .png. Formati u koje funkcija savefig moZe spremiti slike su eps,
pdf, pgf, png, ps, raw, rgba, svg i svgz. Spremanje slika u ve¢i broj formata (npr. jpeg
ili jpg) moguce je instalacijom (u slucaju da nije predinstaliran) modula Python Imaging
Library konzolnom naredbom:

pip install pillow

Python kod 3.11 Primjer koristenja funkcije savefig

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

A =10, 5, 0, 5]
plt.plot(A, c='lightgreen’, linestyle='-.’, linewidth=4)

X = np.linspace(0, 3, 100)
y = 2.5 + 2.5%np.cos(np.pi * X)
plt.plot(x, y, c="k’, linestyle='--")

plt.savefig('graf’)
plt.savefig(’'graf.pdf’)

U programskom kodu vidi se da je funkcija savefig napisana nakon definicije
vektora x i y te njihove implementacije u funkciji plot. Funkcija savefig navedena je
dva puta, jednom bez ekstenzije formata u imenu, a jednom s ekstenzijom (pdf). To
znadi da se slika grafova spremila u dva razli¢ita formata (png i pdf), ali pod istim
imenom ‘graf’. VaZno je napomenuti da je zadana lokacija spremanja slike ona u
kojoj se nalazi spremljen python kod. U slucaju da je potrebno spremiti sliku na neku
specifi¢cnu lokaciju, potrebno je dodati Zeljenu lokaciju uz ime slike:

matplotlib.pyplot.savefig(’'/lokacijal/lokacija2/imeslike’) #linux
matplotlib.pyplot.savefig(r’C:\lokacijal\lokacija2\imeslike’) #windows

Dodatne postavke pri spremanju grafova

Funkciju savefig moguce je pozvati uz jo§ dodatnih argumenata koji omogucuju
dodatno prilagodavanja slike koja se Zeli spremiti. Umjesto postavljanja ekstenzije uz
ime slike moguce je i eksplicitno definirati format kao argument u funkciji savefig na
nacin:

matplotlib.pyplot.savefig(’imedatoteke’, format='pdf’)
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Uz ime datoteke i format, funkcija savefig prima i argumente koje se mogu
primijeniti i na svojstva prikaza grafa (dpi, edgecolor, facecolor) opisane u poglavlju
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Podgrafovi

Luka Grbcié
Tvana Lucin

Podgrafovi (eng. subplots) u modulu PyPlot omogucavaju stvaranje viSe prostora
crtanja na jednom prozoru te je funkcija kojom se kreiraju subplot. subplot se s
argumentima poziva na nacin:

matplotlib.pyplot.subplot(1l, 1, 1)
matplotlib.pyplot.plot(x, y)
matplotlib.pyplot.subplot(1l, 1, 2)
matplotlib.pyplot.plot(a, b)

gdje su argumenti tri broja koja predstavljaju postavke pozicioniranja i selekcije pod-
grafova. Za svaku funkciju plot mora se pridodati funkcija subplot ako se krivulja
zeli prikazati kao podgraf.

Prvi argument je broj koji na prozoru rezervira broj redova za svaki podgraf dok
drugi argument radi istu stvar samo za stupce u prozoru. Na primjer, ako se za prvi
argument stavi broj 5, funkcija subplot stvara 5 redova na prozoru za podgrafove te
ako se za drugi argument stavi broj 3, funkcija stvara 3 stupca za podgrafove. Treci
argument je poveznica s funkcijom plot i on sekvencijalno prikazuje definirane krivulje
kao podgrafove. Svaka krivulja mora imati svoj broj definiran u subplot funkciji.

Ako je svaki od brojeva redaka, stupaca i grafova manji od 10, moguce je kao
argument postaviti samo kao troznamenkasti broj:

matplotlib.pyplot.subplot(311)

Python kod 3.12 Implementacija funkcije subplot

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(0, 5, 50)

np.exp(x)
-np.exp(x)

yl
y2

plt.subplot(2, 1, 1)
plt.plot(x, yl, color='b")
plt.subplot(2, 1, 2)
plt.plot(x, y2, color="r")
plt.show()
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150 Slika 3.16
Izgled podgrafa funkcije subplot
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U programskom kodu su definirane dvije plot funkcije te se svaka referira na

svoju subplot funkciju. S obzirom na to da su potrebna dva podgrafa jer su u kodu
definirane dvije krivulje, prvi argument je broj 2 te on dijeli prozor na dva retka, a
drugi argument je broj 1 koji rezervira prostor samo za jedan stupac na prozoru. Treci
argument je razli¢it za svaku funkciju subplot te se on direktno veZe na funkciju plot.
Ako je jednak broju 1, to znaci da se na podgrafu crta prva definirana krivulja.

Dodatne postavke podgrafova
Postoji moguénost dodavanja dodatnog argumenta u funkciju subplot:

matplotlib.pyplot.subplot(4, 2, 1, facecolor='b’)

gdje je facecolor argument za boju prostora crtanja opisan u poglavlju

Python kod 3.13 Implementacija argumenta facecolor
import matplotlib.pyplot as plt

def ticks():
plt.xticks([1)
plt.yticks([])

plt.subplot(2, 2, 1, facecolor="darkblue’)
ticks()

plt.subplot(2, 2, 2, facecolor='steelblue’)
ticks()

plt.subplot(2, 2, 3, facecolor='lightblue”)
ticks()

plt.subplot(2, 2, 4, facecolor="skyblue’)
ticks()

plt.show()
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Slika 3.17

Podgrafovi s razli¢itim bojama pros-
tora crtanja generirani iz program-
skog koda 3.13

3.6.2 Polarni grafovi

Funkcija subplot omogucava crtanje grafa u polarnim koordinatama. Da bi se stvorio
polarni graf potrebno je staviti argument u subplot funkciju na nacin:

matplotlib.pyplot.subplot(1l, 1, 1, projection='polar’)

gdje su prva tri argumenta brojevi definirani u poglavlju 3.6, a argument projection
definira nacin projekcije grafa. Za polarni graf vrijednost argumenta mora biti string
polar.

Python kod 3.14 Kod za izradu polarnog grafa

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

r = np.arange(0, 3, 0.01)
theta = 2 * np.pi *x r

def ticks():
plt.yticks([])

plt.subplot(111l, projection='polar’, facecolor='lightblue’)
plt.plot(theta, r, color="k")
ticks()

plt.show()
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Slika 3.18
Polarni graf generiran program-
skim kodom

90°

U programskom kodu je vidljivo da je logika izrade grafa jednaka onoj kada se
ne radi o polarnom grafu, ali je projekcija promijenjena te su osi dodatnim argumentom
polar funkcije subplot prilagodene polarnim koordinatama (vidljivo na Slici ).

Tabularno organizirani grafovi (GridSpec)

Ukoliko prozor (figure) zamislimo kao dvodimenzionalnu mreZu ili matricu s jasno
definiranim brojem redaka i stupaca, odabirom odgovarajuce konfiguracije redak/stu-
pac moguce je jednoznacno pozicionirati prostor crtanja (axes). Funkcija add_gridspec
omogucava inicijalizaciju takve temeljne mreze pozivom:

fig = plt.figure(constrained_layout=True)
grid = fig.add_gridspec(2, 3)

Argument constrained_layout klju¢an je za odrZzavanje razmaka izmedu pod-
grafova. Razmak ¢e biti automatski reguliran u slu¢aju da vrijedi True, u protivnom
je poZeljno zadati relativan poloZzaj s obzirom na okvir prozora i susjedne grafove.
Funkcija add_gridspec u prozor upisuje mreZu (matricu) s zadanim brojem redaka
i stupaca. Dodavanje podgrafova vrsi se funkcijom add_subplot koja moze primiti
proizvoljni raspon redaka i stupaca iz mreze definirane s add_gridspec. Indeksiranje
se vrsi analogno NumPy poljima (2.2), a moguce je koristiti i raspone:

axl = fig.add_subplot(grid[1l:, :-2])

Dimenzije podgrafova moguce je regulirati s width_ratios i height_ratios,
parametrima koji primaju liste relativnih dimenzija pojedinih podgrafova u mrezi:

fig.add_gridspec(4, 3, width_ratios=[1, 4, 2], height_ratios=[2, 5, 3, 6])

Medusobni odnos te polozaj mreza podgrafova u prozoru definira se grupom pa-
rametara. Osnovni preduvjet negacija je argumenta constrained_layout. Parametri
wspace i hspace uvjetuju vertikalni odnosno horizontalni razmak izmedu podgrafova.
Analogno, left, right, bottom i top definiraju margine mreZe s obzirom na okvir
prozora. Svi parametri izrazavaju se relativnim dimenzijama u intervalu od [0,1] pri
¢emu mora vrijediti left < right i bottom < top. Primjerice:
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fig.add_gridspec(nrows, ncols, wspace=.05, hspace=.05,
left=.1, right=.9, bottom=.1, top=.9)

Primjena GridSpec modula prikzana je u programskom kodu

Python kod 3.15 Temeljna primjena GridSpec-a

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

figure = plt.figure(constrained_layout=True)

grid = figure.add_gridspec(3, 5)

axl = figure.add_subplot(grid[0, 1:])
ax2 = figure.add_subplot(grid[1l:, :-2])
ax3 = figure.add_subplot(grid[2, -2:])

X = np.linspace(0, 2*xnp.pi, 100)

axl.plot(x, np.sin(x), 'r-")

ax2.plot(x, 2*np.exp(-x*x*x2), 'g-.")
ax3.plot(x, np.cos(x), 'm--")
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Slika 3.19 Podgrafovi i funkcije kreirane programskim kodom



3.6 Podgrafovi 129

Naprednije implementacije GridSpec-a mogu uklju¢uivati vise mreZza u okviru
jednog prozora. Ovaj pristup primjenjen je u kodu

Python kod 3.16 VieSestruke GridSpec mreZe s podgrafovima

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

figure = plt.figure(figsize=(8, 6), constrained_layout=False)

width = [1, 3]
height = [2, ]

gridl = figure.add_gridspec(1l, 2, width_ratios=width, height_ratios=height,

left=.05, right=.95, top=.475, bottom=.05)

grid2 = figure.add_gridspec(2, 3, wspace=.25, hspace=.25,

ax1l
axl.
ax2
ax2.

ax3
ax4
ax5
ax6
ax6.

left=.05, right=.95, top=.95, bottom=.525)

np.linspace(0, 2*xnp.pi, 100)

= figure.add_subplot(grid1[0,0])
plot(x, np.tan(x), 'k")

= figure.add_subplot(grid1[0,1])
plot(x[1:]1, np.log(x[1:1), 'm")

figure.add_subplot(grid2[0,0], facecolor="mediumseagreen’)
figure.add_subplot(grid2[0,1], facecolor="teal’)

= figure.add_subplot(grid2[1,2], facecolor='blue’)

= figure.add_subplot(grid2[1,0])

plot(x, np.cos(x), 'r-.")
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Grafovi funkcija dvije varijable

Luka Grbcié
Tvana Lucin

Do sada, u prethodnim poglavljima vizualizacije podataka, detaljno su predstav-
ljene mogucnosti prikaza podataka koji su definirani s dvije koordinate (x,y) te formi-
raju 2D linijske grafove.

U slucaju da je potrebno prikazati podatke koji su definirani s tri koordinate
(x,y,z), odnosno funkciju koja ovisi o dvije nezavisne varijable f(x,y), PyPlot modul
moze pomocu izolinija kreirati dvodimenzionalni graf iz trodimenzionalnih podataka.
Koristenjem boja i nijansi boja moguce je razlikovati vrijednosti podataka tlocrtnim
pogledom na graf.

Funkcije kojima se izraduju izolinije u PyPlot modulu su contour i contourf te
je razlika izmedu dvije navedene funkcije ta da contour samo linijama pridodaje
odgovarajucu boju te ostavlja bijelu pozadinu prostora crtanja, a contourf bojom
ispunjava i povrsinu izmedu linija za odgovarajuéu vrijednost tocke.

Slika 3.21
Razlika izmedu contourf (gore) i
contour (dolje) funkcije

O

Obje funkcije na isti na¢in primaju podatke kao argumente. Jedine razlike u
argumentima koje postoje se odnose na postavke prikaza grafa (boje, linije). Podaci se
definiraju na nadin:

matplotlib.pyplot.contour (M)
matplotlib.pyplot.contourf (M)

gdje je argument matrica u kojoj se nalaze podaci za prikaz. Razli¢ite vrijednosti
elemenata matrice poprimaju razli¢itu boju te se tako moze prikazati promjena po
trecoj, vertikalnoj osi.

Vrijednost podataka po nivou se automatski raspodijeli, ali se taj parametar moZze
detaljnije specificirati dodavanjem argumenta u funkciju. Argument koji definira
raspodjelu nivoa moZe biti cijeli broj kojim se odredi koliko ¢e funkcija contour ili
contourf razli¢itih nivoa generirati:

matplotlib.pyplot.contour(M, 3)
matplotlib.pyplot.contourf(M, 3)
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Na primjer, ako se postavi cijeli broj 3 nakon matrice podataka, funkcija automatski
stvara tri izolinije koje imaju razli¢iti nivo. Kod funkcije contourf veci broj stvara
gladi prijelaz izmedu izolinija.

Drugi na¢in regulacije raspodjele nivoa vrijednosti podataka moZe biti argumentom:

matplotlib.pyplot.contour(M, v)
matplotlib.pyplot.contourf(M, v)

gdje je drugi argument nakon matrice vektor svih vrijednosti nivoa za koje ¢e se
kreirati izolinije. Vrijednosti u tom vektoru moraju rastu od najmanje do najvece jer u
suprotnom funkcije contour i contourf ne kreiraju izolinije te izbacuju gresku.

Python kod 3.17 Implementacija funkcije contour s argumentom broja izolinija

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x, y):
return np.exp(y) + x**2 - yxx0.5

X = np.linspace(0, 3, 100)
y = np.linspace(0, 3, 100)
X, Y = np.meshgrid(x, y)
M= f(X, Y)

plt.contour(M, 3)

plt.show()
Slika 3.22
Prikaz izolinija generiranih pro-
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U programskom kodu se vidi da je kao argument zadana matrica M te broj tri
koji kreira izolinije za tri razli¢ita nivoa kao Sto je prikazano na Slici . Na svakoj od

tri izolinije su sve vrijednosti jednake sto je vidljivo jer je boja jednaka.

U funkcijama contour i contourf mogude je definirati i to¢ne koordinatu za sve
vrijednosti koje se Zele prikazati. Koordinate se definiraju kao dva argumenta koji se
moraju postaviti prije matrice vrijednosti vertikalne osi:

matplotlib.pyplot.contour(X, Y, M)
matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M)
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gdje su prva dva argumenta matrice ¢iji elementi zajedno formiraju x i y koordinatu,
odnosno jednu tocku u koordinatnom sustavu. MoZe se gledati na sva tri argumenta
kao matrice koje formiraju X, y i z koordinate, gdje se vrijednosti osi z razlikuju bojama.
Da bi funkcija kreirala graf, sve tri matrice moraju biti iste duljine. Za kreiranje matrica
za X i y koordinate iz vektora, vrlo je dobro koristiti funkciju meshgrid iz modula
NumPy opisanu u poglavlju 2.1.8.

Python kod 3.18 Implementacija funkcije contourf s argumentom x i y koordinata

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x, y):
return np.exp(y) + x*xx2 - y**0.5

def ticks():
return plt.xticks([]), plt.yticks([])

X = np.linspace(0, 3, 100)
y np.linspace(0, 3, 100)
X, Y = np.meshgrid(x, y)
M= f(X, Y)

plt.contourf(X, Y, M, 10, cmap = "jet’)
ticks()
plt.show()

Slika 3.23
Prikaz izolinija i popunjenih povr-
§ina generirane programskim ko-
dom 3.18
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Mapa boja

S obzirom na to da su boje glavni alat kojim se mogu 3D podaci prikazati na 2D
grafovima, mapa boja igra vrlo vaznu ulogu. Mapa boja (eng. colormap) je nacin
na koji se numericka vrijednost iz intervala [0,1] pretvara u boju. Stvara se interval
boja koje imaju svoju RGBA (Red, Green, Blue, Alpha) specifikaciju, to¢nije udio crvene,
zelene i plave boje te prozirnosti.

Kada se podaci Zele vizualizirati u contourf ili contour funkciji, automatski se
generira njihova raspodjela u interval raspona [0,1] te s obzirom na to da je mapa boja u
jednakom intervalu, svaka vrijednost dobije odgovaraju¢u boju. Knjiznica matplotlib
sadrZi predefinirane mape boja koje se nalaze u modulu matplotlib.pyplot.cm.
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Slika 3.24
Neke od preddefinarnih mapa boja
u knjiznici matplotlib
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Osim boja navedenih na Slici 3.24 postoji mnostvo drugih mapa koje se mogu
pronadi u dokumentaciji knjiznice matplotlib (https://matplotlib.org/users/
colormaps.html).

Implementacija mape boja se vrsi dodavanjem argumenta cmap u funkcijama
contourficontour na nacin:

matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M, cmap = 'coolwarm’)

gdje argument cmap prima string preddefinirane mape boja. Korisno je znati da se
mapa boja moze obrnuti dodatkom "_r" na vrijednost string argumenta cmap na nacin:

matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M, cmap = 'coolwarm_r')
gdje string coolwarm_r prikazuje obrnutu mapu boja coolwarm.

3.7.2 Dodatne postavke izolinjskih grafova
Umjesto koriStenja mapa boja, moguce je boje izolinija i povrsina eksplicitno definirati
argumentom colors:

matplotlib.pyplot.contour(X, Y, M, colors='blue’)
matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M, colors=['r’, 'g’, 'b’])

gdje colors moZe primati string vrijednosti za boje definirane u poglavlju 3.3 ili vektor
boja koje ¢e se primijeniti na izolinije definiranim redoslijedom.
Moguce je dodati transparentnost boja i linija koja je definirana u poglavlju 3.3.5:

matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M, cmap='jet’, alpha=0.4)

Argumenti koji su specifi¢ni za funkciju contour se odnose na izgled linija:

matplotlib.pyplot.contour(M, cmap='Greys’, linewidths=4, linestyles=':')
matplotlib.pyplot.contour(M, cmap='jet’, linewidths=[1, 2], linestyles=[':’, '-.'])

gdje argument linewidths definira debljinu linija te moZe biti zadan kao jedan broj
koji ¢e se primijeniti na sve izolinije, ali i kao vektor mozZe definirati vise debljina za
izolinije. Drugi argument je Linestyles kojim se odreduje stil linije koriStene u grafu,
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moZe isto biti zadan samo kao jedan string, ali i kao vektor stringova. Vrijednosti
stringova za tipove linija su iste onima opisanim u tablici 3.1. Navedeni argumenti su
vrlo koristan alat jer omogucuju bolje razlikovanje izolinija.

Funkcija contourf takoder ima argument koji je specifican samo za nju, a sluZi za
postavljanje tekstura na povrsine izmedu izolinija i moZe biti vrlo koristan kada se
crtaju crno bijeli grafovi. Argument se implementira na nacin:

matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M, cmap='Greys’, hatches='\\")
matplotlib.pyplot.contourf(X, Y, M, cmap='Greys’, hatches=['/","'//','."])

U hatches se postavljaju simboli koji se Zele primijeniti kao teksture. Moguce je
postaviti samo jedan string koji ¢e biti na svim povr$inama, ali je moguce definirati i
kao vektor stringova za viSe povrsina izmedu izolinija.

Tablica 3.5

Simbol Tekstura Teksture

A Kosa crta
Obrnuta kosa crta
Vertikalna linija

- Horizontalna linija

"+ Plus

"X Kriz

"o’ Mali krug
0’ Veliki krug
n Tocka

! Zvijezda

Python kod 3.19 Primjer contourf funkcije s argumentom hatches za teksture

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x, y):
return x + y + 0.5%xnp.sin(x)

def ticks():
return plt.xticks([]), plt.yticks([])

np.linspace(0, 3, 100)
np.linspace(0, 3, 100)
, Y = np.meshgrid(x,y)

X
y
X

plt.contourf(X, Y, f(X,Y), cmap='Blues’, hatches=["//","/", '"\\'])
plt.show()
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Slika 3.25
Prikaz tekstura na povrsini izmedu
izolinija, programski kod 3.19
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3.7.3 Korisni alati uz prikaz izolinijskih grafova

Za bolje razumijevanje grafova kreiranih contourf i contour funkcijama dobro je
iskoristiti dvije funkcije u modulu PyPlot. Radi se o funkcijama clabel i colorbar.

Funkcija clabel se koristi za dodavanje oznaka na izolinije i direktno je povezana
s funkcijom contour. Implementira se na nacin:

matplotlib.pyplot.clabel(contour(X, Y, M))

gdje je argument funkcija contour. Funkcija clabel ispisuje na izolinijama broj¢ane
vrijednosti tih istih izolinija kao tekst. Moguce je dodatno podesiti izgled oznaka na
nacin:

matplotlib.pyplot.clabel(contour(M), inline=True, fontsize=5, colors='r’', fmt='%.0f")

nakon funkcije contour je argument inline kojim se definira hoce li se osloboditi dio
izolinije da bi stao tekst te je zadana vrijednost da hoce. Argument fontsize sluzi
za odredivanje veli¢ine fonta teksta koji ¢e se prikazati na izolinijama te moZze biti
jednak broju za apsolutno postavljanje veli¢ine ili stringu (npr. ‘large’) za relativno
postavljanje veli¢ine. Argumentom fmt se postavlja duzina zapisa decimalne to¢ke na
izoliniji, a argumentom colors boja koja je opisana u poglavlju 3.7.2.

Druga korisna funkcija colorbar sluzi za dodavanje table boja i vrijednosti pored
prostora crtanja grafa. Uz tablu boja lakse je broj¢ano razlikovati vrijednosti boja na
slici. Funkcionira tako da se se mapa boja formira u jedan stupac te se vrijednosti
podataka dodaju na granice prijelaza boja. Implementira se na nacin:

matplotlib.pyplot.colorbar()
matplotlib.pyplot.colorbar(orientation="horizontal’)

Nije potrebno staviti niti jedan argument $to znaci da se tabla boja moZe automatski
generirati na temelju podataka u grafu. Zadana pozicija table boja je vertikalno s desne
strane grafa, ali moguce je dodati argument orientation za orijentaciju table boja.

Python kod 3.20 Izolinijski graf s clabel i colorbar funkcijama

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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def f(x, y):
return 2 + np.sin(x) + np.cos(y)**2 + np.sin(x-y) + np.exp(np.sin(x))

x = np.linspace(-3, 3, 200)
y = np.linspace(-3, 3, 200)
X, Y = np.meshgrid(x,y)
Z=T(X,Y)

plt.grid()

isolines = plt.contour(X, Y, Z, colors='black’, alpha=0.9, linewidths=1.5,
linestyles="--")

plt.contourf(X, Y, Z, cmap='coolwarm”)
plt.clabel(isolines, inline=True, fmt='%.0f’, fontsize='large’, colors='black”)

plt.colorbar(orientation="vertical’)

plt.show()

~—, - 8 Slika 3.26
Izolinijski graf s tablom boja i 0z-
7 nakama na izolinijama, programski
kod 3.20
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U programskom kodu 3.20 su iskori$tene obje navedene funkcije. Vazno je napo-
menuti da je funkcija contour proizvoljno spremljena u stvorenu varijablu isolines te
onda postavljena kao argument u funkciju clabel.
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Animacije

Tvana Lucin
Luka Grbcic¢

Modul za izradu animacija unutar knjiznice matplotlib je animation. Funkcija
koja omogucava kreiranje animacija je FuncAnimation. Funkcija radi na principu
uzastopnog pozivanja funkcije koja definira promjenu na prostoru crtanja. Primjer
poziva animacije:

matplotlib.animation.FuncAnimation(fig, update_animation, frames=50)

U ovom slucaju fig predstavlja poveznicu na prostor crtanja koji definira korisnik,
update_animation je naziv funkcije ¢ijom definicijom korisnik definira na koji nacin ¢e
se prostor crtanja aZurirati te broj 50 predstavlja broj poziva te funkcije.

Python kod 3.21 Animacija funkcije sinusa

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import animation

def update_line(t):
X = np.linspace(0, t, 100xt)
y = np.sin(x)
line.set_data(x, y)
return line

figl = plt.figure()
plt.xlim(0, 50)

plt.ylim(-1, 1)

line, = plt.plot([1, [], 'r")

line_ani = animation.FuncAnimation(figl,update_line, frames=50)
plt.show()

U programskom kodu prikazan je jednostavan primjer animacije koja iscrtava
sinusnu funkciju. Funkcija update_line kao argument prima broj poziva funkcije koji
je definiran u FuncAnimation te u ovom slucaju iznosi 50. Naredbom line.set data
gdje je Line poveznica s prostorom crtanja, pri svakom pozivu funkcije definira se
novi set podataka koji se prikazuju na grafu.
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Lo Lo Slika 3.27
Animacija sinus funkcije
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Funkciji se takoder mogu definirati dodatni argumenti:

matplotlib.animation.FuncAnimation(fig,update_animation, frames=500, interval=20,
init_func=funkcija, repeat=False, fargs=[1,2])

Python kod 3.22 Naprednije postavke animacije

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import animation

def update_line(t,koef):
x = np.linspace(0, t, 10xt)
y = koefxt * np.sin(x/2)
line.set_data(x, y)
return line

def plot():
plt.xlim(0, 100)
plt.ylim(-100, 100)

figl = plt.figure()
line, = plt.plot([]1, []1, 'go’, markersize=2)

k =0.8
line_ani = animation.FuncAnimation(figl, update_line, frames=100, init_func=plot,
interval=50, fargs=[k], repeat=False)

plt.show()

Gdje interval definira razmak izmedu dva prikaza slike izrazen u milisekundama.
Argument init_func poziva funkciju u kojoj korisnik moze definirati izgled prostora
crtanja. Argumentom repeat moZe se zaustaviti ponavljanje animacije. Argumentom
fargs mogu se definirati dodatni argumenti update_line ukoliko ona zahtjeva vise
argumenata. Primjena navedenih argumenata vidljiva je u programskom kodu
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100 Slika 3.28
Animacija sinus funkcije s napred-
507 nijim postavkama animacije
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Rjesavanje nelinearne jednadzbe
Stefan Ivi¢

Sinisa DruZeta

U inZenjerstvu se ¢esto suocavamo sa nelinearnim jednadzbama sa jednom nepoz-
nanicom. Uzmimo na primjer jednadZbu:

log(x+1)=3 4.1)
Kako je mozZemo rije$iti? Svakako moZemo provesti analiticki postupak:

1080+ = 103 (4.2)
x+1=10° (4.3)

x =999 (4.4)

No, nisu sve nelinearne jednadzbe tako jednostavne. Uzmimo, na primjer, ovu:
2
(sinx)*™ —Inx = x’i;(lixx)' (4.5)

O¢ito je da nemamo jednostavan analiticki postupak koji bi nas doveo do rjeSenja.
Postavlja se pitanje moZemo li definirati metodu pomocu koje se moZe rijesiti bilo
koju nelinearnu jednadZbu, pa makar i priblizno?

1) Napomena
Sjetimo se da u inZenjerstvu nesavrsenost rjeSenja u principu nikada nije problem,
jer se sve inZenjerske veli¢ine realno ra¢unaju samo do neke potrebne to¢nosti.
Dok god kontroliramo to¢nost, moZemo biti potpuno zadovoljni sa nesavrsenim,
tj. pribliZznim rjeSenjem.

MoZe se primijetiti da se problem rjeSavanja nelinearne jednadZbe svodi na traZenje
vrijednosti x*, koja predstavlja nul-to¢ku funkcije f(x), t.

f(x*) =0, (4.6)

gdje funkcija f(x) predstavlja jednadzbu koje rjeSavamo. To je moguce jer se svaku
jednadZbu moZe svesti na oblik u kojem na jednoj strani ima samo nulu.
Konkretno za na$ primjer, jednadZbu (4.5) moZemo uvijek zapisati kao

3x%2 — 5x

x+3 -1 et
xtan(1 — x)

(sinx) nx =0, 4.7)

gdje sada lijevu stranu jednadzbe moZemo proglasiti funkcijom f(x):

3x% — 5x

f(x) = (sinx)*™ —Inx — Ttan(I— 1)’

(4.8)

a sama jednadZzba (4.5) se sada pretvara u
f(x)=0, 49)
¢ije rjeSenje je nul-tocka x*.
Dakle, rjeSavanje nelinearne jednadZbe s jednom nepoznanicom je potpuno ekviva-

lentno traZenju nul-to¢ke funkcije i za tu namjenu imamo nekoliko numerickih metoda
na raspolaganju.
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1) Napomena
Vazno je napomenuti da numeri¢ke metode za rjeSavanje nelinearne jednadzbe
ili za pronalazak nul-to¢ke funkcije “ne znaju” kako funkcija izgleda ve¢ samo
mogu “zatraZiti” evaluaciju funkcije u nekim to¢kama. Cilj je da se pronade
nul-toc¢ka sa $to manje evaluacija funkcije tj. u sto manje koraka metode, posto
funkcija ¢ija se nul-to¢ka traZi moze biti iznimno zahtjevna za evaluaciju (npr.
ra¢unalna simulacija).

Metoda bisekcije

Metoda bisekcije trazi nul-tocku funkcije unutar unaprijed poznatih ograda x, < x* <
xp. U praksi naj¢esée nije nikakav problem odrediti ograde x, i x;, odnosno najmanju i
najvecu ocekivanu vrijednost za neku veli¢inu. Medutim, odabir pocetnog intervala
ogradivanja [x,,xp] treba zadovoljavati uvjet da funkcijska vrijednost u granicama
intervala ima suprotan predznak, §to se moZe matematicki izre¢i kao

f(xa) - f(xp) <O. (4.10)

Ukoliko je zadovoljen uvjet (4.10), a funkcija f(x) je neprekidna na promatranom
intervalu onda moZemo biti sigurni da je rjeSenje (nul-to¢ka) zaista unutar ograda
Xg < x* < xp, (Slika 4.1). Ako funkcija ima prekid na potetnom intervalu [x,, Xp),
iako na tom intervalu moZe postojati nul-to¢ka, nema garancije da ona zaista postoji.
Metoda bisekcije, kao i druge metode ogradivanja, uz dobar odabir granica x,; i x;
koje zadovoljavaju izraz (4.10) sigurno moZze uspjesno odrediti nul-tocku neprekidne
funkcije.

Slika 4.1

Ukoliko je funkcija neprekidna
te mijenja predznak na intervalu
[xa,xp], onda sigurno ima barem
jednu nul-to¢ku unutar intervala.

A

()

Osnovna ideja metode bisekcije je uzastopno smanjivanje intervala kojim ogradu-
jemo rjeSenje, do trenutka kada nam interval unutar kojeg znamo da se nalazi rjeSenje
ne postane toliko uzak da prakti¢ki moZemo bilo koju to¢ku unutar njega usvojiti kao
rjeSenje.

Interval unutar kojeg traZimo rjeSenje ¢emo smanjiti tako da ¢emo ga raspoloviti (tj.
izrac¢unat ¢emo srednju toc¢ku intervala):

L= Yt 4.11)

2
Za novu tocku x. izratunat ¢emo vrijednost funkcije f(x.) te primjenom ideje iz izraza
( ) provjeriti da li je rjeSenje u lijevom podintervalu [x,, x| ili u desnom podintervalu
[xc, xp]. Dovoljno je provjeriti samo jedan podinterval, recimo lijevi:

f(xa) - f(xc) <0, (4.12)
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s tim da potvrda ove tvrdnje znadi da se nul-to¢ka nalazi u lijevom (testiranom)
podintervalu, a njena negacija da se nul-to¢ka nalazi u drugom (desnom) podintervalu.

Sukladno rezultatu ovog testa, kao novi interval unutar kojeg ¢emo u sljedecem
ciklusu metode traZiti nul-to¢ku izabiremo:

B [x,,xc] akoje f(x;) - f(xc) <0 odnosno
B [x,xp] akoje f(xp) - f(xc) <O.

Za tako izabrani novi interval sigurni smo da ima iste osobine kao pocetni odnosno da
sigurno sadrZi barem jednu nul-to¢ku. Sada ponavljamo opisani postupak: odredujemo
novo poloviste x., provjeravamo da li je rjeSenje u lijevom ili desnom podintervalu i
suzavamo interval unutar kojeg trazimo nul toc¢ku (Slika 4.2). Ovakve ponavljajuce
postupke zovemo iterativnim postupcima, a jedan ciklus takvog postupka zove se
iteracija.

A
f(x)

Funkcija f(x)

® Poznate tocke funkcije f(x)

® ®i=1
® L i=2
o O i=3

e——eo j =4

Slika 4.2 Primjer metode bisekcije: odredivanje srednjih to¢aka te suzavanje promatranog intervala

Ponavljanje postupka se vrsi dok se recimo srednjom tockom x. dovoljno ne
pribliZimo to¢nom rjeSenju, tj. do trenutka (odnosno iteracije i) kada se desi da vrijedi:

F ()] < emas, (4.13)
gdje je ey neka unaprijed dopustena pogreska iznosa funkcije u aproksimaciji nul-

tocke. Tada mozemo srednju tocku x. usvojiti kao priblizno rjeSenje f (xgl)) ~ 0, tj.
x* xéi) .

Drugi uvjet zaustavljanja, ¢esto koriSten u svim iterativnim metodama, je uvjet
maksimalnog broja iteracija. Kod tog uvjeta iterativni postupak se ponavlja dok je
i <imax. Uvjeti zaustavljanja iterativnih metoda se gotovo uvijek kombiniraju, pri
¢emu se iteracijski postupak zaustavlja ¢im se zadovolji barem jedan od vise ugradenih
uvjeta zaustavljanja.



4.1 RjeSavanje nelinearne jednadzbe 145

Programski kod 4.1 u Pythonu implementira metodu bisekcije za traZenje nul-tocke
funkcije f(x) =2x? —e* + 4.

Python kod 4.1 Metoda bisekcije

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Definicija funkcije
def f(x):
return 2.0 * x*x2.0 - np.exp(x) + 4.0

# Zahtjevaj unos, pretvori uneseni tekst u brojeve
# Dobre granice [-5, 4]

xa = float(input(’Unesi lijevu granicu: '))

xb = float(input(’Unesi desnu granicu: "))

eps = float(input(’Unesi dopustenu pogresku: '))

# Provjeri mijenja 1i funkcija predznak na danom intervalu
if f(xa) * f(xb) < 0.0:

print(’Ispravne granice: funkcija f(x) mijenja predznak’)
else:

print(’Neispravne granice: funkcija f(x) ne mijenja predznak’)

xplot = np.linspace(xa, xb, 300)

plt.plot(xplot, f(xplot)) # Crtanje funkcije

plt.axhline(0, c="r") # Crtanje x osi

plt.axhline(eps, c='g’, lw=0.5) # Crtanje gornje granice tolerancije
plt.axhline(-eps, c="'g’, lw=0.5) # Crtanje donje granice tolerancije
plt.plot([xa, xb]l, [f(xa), f(xb)]l, 'gs’) # Pocetne tocke

maxit = 1000 # Maksimalni broj iteracija
it = 0 # Trenutna iteracija

while it < maxit: # Iteriraj do maksimalnog broja iteracija
it += 1
XC = (xa + xb) / 2.0 # TocCka bisekcije

# Crtanje tocaka
plt.plot(xc, f(xc), 'ro’)
plt.annotate(str(it), xy=(xc, f(xc)))

err = np.abs(f(xc))
if err < eps:
break # Ukoliko je greSka manja od dopuStene, prekini iteracijski postupak
elif f(xc) * f(xb) < 0.0:
Xa = XC # Zadrzi desni podinterval
else:
xb = xc # Zadrzi lijevi podinterval

print(’RjeSenje bisekcije: %f’' % xc)
print(’'Broj iteracija metode bisekcije: %d’ % it)

plt.show()

Konvergencija metode podrazumijeva brzinu i na¢in kojim se metoda kroz iteracije
priblizava to¢nom rjesenju. Kod metode bisekcije, aproksimacija korijena funkcije je
tocka dijeljenja x. pa za apsolutnu gresku e za tocku x. u prvom koraku vrijedi da ne
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moze biti ve¢a od polovice intervala ogradivanja:

Xp — Xa

el = |x* — x| < 5, (4.14)
pa za poznati broj koraka n apsolutna greska iznosi:
. Xp— X
et — |y — x| < b T (4.15)

Posto se promatrani interval prepolavlja u svakom koraku, isto vrijedi i za gresku e:
(i+1) % eli) (4.16)

Greska linearno ovisi o gresci prethodnog koraka, pa kaZzemo da metoda bisekcije ima
linearnu konvergenciju.

1) Napomena
Red konvergencije iterativne metode odreduje se kao konstantni broj p koji
zadovoljava

e(nt1)

lim —— = 4.17
a5 )7~ © @17

gdje je C konstanta za koju vrijedi C < 1. Kod metode bisekcije C = % ip=1za
svaki n, bez obzira na limes n — oo.

Ako je dopustena pogreska unaprijed zadana, moguce je odrediti broj koraka
metode bisekcije. Zahtijevamo li tako preciznost rjeSenja €4y, vrijedi:

’x* - xcn’ < gmﬂx, (4.18)

$to, izraZeno pomocu granica pocetnog intervala i broja koraka, glasi:

Xp — Xa
on

< smgx, (4.19)

iz ¢ega se lako dobije uvjet za broj koraka potrebnih za postizanje zahtijevane preciz-
nosti:

log(xb — Xg) - logsmax ' (4.20)

n= log2

Metoda regula-falsi
Promatramo li metodu bisekcije, moZemo si postaviti pitanje da li je mogucée inter-
val dijeliti pametnije nego raspolavljanjem. Jedno rjeSenje je da interval podijelimo
sekantom odnosno, drugim rije¢ima, da funkciju aproksimiramo pravcem (kroz dvije
granicne tocke x, i x3) i nul-tocku tog pravca uzmemo kao toc¢ku razdiobe promatranog
intervala na lijevi i desni podinterval (Slika 4.3).

Kao i kod metode bisekcije, za metodu regula-falsi podrazumijeva se da pocetni
interval zadovoljava uvjet (4.10). Dijeljenje intervala [x,, x;] pomoc¢u nul-tocke sekante
xc moZe se dobiti na temelju sli¢nosti trokuta:

xb_xC:xC_xu (421)

fl)  —f(x)
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A
flx

Funkcija f(x)

® Poznate totke funkcije f(x)

——— Sekante kroz to¢ke ogradivanja

[ ®i=1
[ @ i=2
e— o o i=3
Slika 4.3 Odredivanje totke razdiobe intervala [x, ;, x}, ;] u metodi regula-falsi
iz ¢ega slijedi:
_ Xa- f(xp) = Xp - f(%a)
X = . (4.22)
f(x) = f(xa)
Valja uociti da se gornji izraz mozZe zapisati i kao
Xp — X
Xe =X — f(xg) - - (4.23)

f(xp) = f(xa)

gdje izraz (f(xp) — f(xa))/ (xp — x,) odgovara koeficijentu nagiba sekante polozene
kroz tocke (x4, f(x4)) 1 (xp, f(xp))-

1) Napomena
Intuitivno se moZe tumaciti da se regula-falsi metoda temelji na pretpostavci da
je nul-to¢ka funkcije bliza tocki x, (nego to¢ki x;) ukoliko je i f(x,) blizi nuli
nego f(xp), i obrnuto.
Regula-falsi, kao i bisekcija, spada u metode ogradivanja (eng. bracketing methods).

Dalje se postupak nastavlja isto kao kod metode bisekcije (poglavlje ), odredi-
vanjem novog suzZenog intervala, tj.:

m akoje f(x;) - f(xc) < 0 novi interval je [x4, x|,
B u suprotnom (4. ako je f(xp) - f(xc) < 0), novi interval je [x., x;].
Metoda regula-falsi bolja je od metode bisekcije, pa ima barem linearnu, a ¢esto

i superlinearnu konvergenciju. Ipak, ona nailazi na poteskoce u traZenju nul-tocke
nekih funkcija kada ne vrijedi pretpostavka da je rubna tocka bliza nul-tocki ako je
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4

>
Xa,0 X, X2 Xe, 3~ Xe X, 5Xc6 XD,0x

Funkcija f(x)

@ Poznate totke funkcije f(x)

——— Sekante kroz to¢ke ogradivanja

Slika 4.4 Primjer funkcije koja ima nepovoljan oblik kod kojeg dolazi do jednostrane konvergencije metode
regula-falsi

njena funkcijska vrijednost bliZza nuli (Slika 4.4). U takvim slucajevima metoda takoder
sigurno konvergira, ali sporije od metode bisekcije.

Zbog ovog problema osmisljena je i modificirana regula-falsi metoda, u kojoj se
dodatno vrsi korekcija ako se desi da je neka granica intervala (bilo x, ili x;) ostala
nepromijenjena u dvije iteracije. U takvom postupku modificirana toc¢ka dijeljenja
intervala x izra¢unava se po izrazu:

%o f(%) — 23 fx)
e f(x)_z'f(xa)
=) 20k £ )~ - fix) 424
2 f(xp) = f(xa)

Newton-Raphsonova metoda

Mnogi matematicki postupci temelje se na ideji da se problem koji se ne moZe rijesiti
zamijeni ili aproksimira nekim jednostavnijim problemom, za koji postoji rjeSenje. Ako
traZzimo nul-to¢ku (tzv. “korijen”) funkcije, opéenito za proizvoljno tesku funkciju
nemamo nacina da dodemo do rjeSenja, no mozemo probati funkciju zamijeniti nekom
jednostavnijom funkcijom za koju znamo do¢i do rjeSenja.

Kao dobra aproksimacija funkcije (u okolici neke tocke) ¢esto se uzima tangenta,
$to bi moglo biti korisno u traZenju nul-tocke, jer je tangenta obi¢ni pravac, kojemu
je lako na¢i nul-to¢ku. S druge strane, oteZzavajuca okolnost u ovom pristupu krije
se u tome $to nam za odredivanje tangente mora biti poznata derivacija funkcije, $to
predstavlja veliki zahtjev po pitanju poznavanja funkcije ¢iju nul-to¢ku trazimo.

Dakle, ako osim same funkcije f(x) znamo u svakoj tocki izratunati i deriva-
ciju funkcije f'(x), moZemo te informacije iskoristiti za traZenje nul-tocke temeljem
gore iznesene ideje. Takav postupak zove se Newton-Raphsonova metoda (ili krace
Newtonova metoda, ili metoda tangente).

Postupak je iterativan i pocinje od pocetne tocke x (tj. pretpostavljenog rjesenja).
Na temelju pocetne tocke izratunavamo drugu toc¢ku odnosno na temelju tekuce
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izra¢unavamo narednu, do konvergencije (Slika 4.5).

Slika 4.5
Aproksimacija funkcije tangentom
u Newton-Raphsonovoj metodi

A

Funkcija f(x)
@ Poznate tocke funkcije f(x)

——— Tangente funkcije f(x)

i . >
/ X3 X2 X1 X0 x

Razvojem funkcije u Taylorov red u okolini to¢ke xp, funkciju f(x) moZzemo aprok-
simirati sa

f(x) ~ f(x0) + (x = x0) - f'(x0) + (x = x0) - f" (x0) + .. (4.25)
Kori$tenjem samo prva dva ¢lana funkciju f(x) aproksimiramo sa tangentom kao:
f(xa) & f(x0) + (x1 — x0) - f' (x0) (4.26)

gdje vrijedi f(x1) = 0 posto je traZeni x; aproksimacija nul-to¢ke funkcije f(x), odnosno
nul-to¢ka tangente kojom smo aproksimirali funkciju f(x).
Sada moZemo generalizirati odredivanje sljedece tocke u svakoj iteraciji i:

Xip1 =X — JJ:/((J;-))' (4.27)
Nova tocka x;;1 je nul-toc¢ka tangente funkcije f(x) u tocki x;, $to i daje naziv
metode: metoda tangente.
Do nul-to¢ke ¢emo do¢i tako da iteriramo po formuli (4.27) dok ne zadovoljimo neki
uvjet zaustavljanja, npr. uvjet (4.13) ili pak neki uvjet konvergencije samog iterativnog
postupka, npr.:

i Z Y| o (4.28)
Xj

Programski kod 4.2 prikazuje implementaciju Newton-Raphsonove metode u Pyt-
honu za traZenje nul-tocke funkcije f(x) = 5x% + 0.5sin(10 — x) — 10.

Python kod 4.2 Newton-Raphsonova metoda

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
return 5.0 * xxx2.0 + 0.5 * np.sin(10.0 * x) - 10.0

def fder(x):
return 10.0 * x + 5.0 * np.cos(10.0 * x)
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x1 = float(input(’Unesi blisku tocku x1 iz intervala [0, 3]: ’))
eps = float(input(’'Unesi apsolutnu pogresku: '))

maxit = 100
it =1
X = np.array([x1])

while it < maxit:
it +=1
Xi = X[-1]1 - f(X[-1]) / fder(X[-1])
X = np.append(X, Xi)

plt.annotate(str(it-1), xy=(X[-2], f(X[-21)))
plt.plot([X[-21, X[-111, [f(X[-21), 01, c='gray’, lw=0.5)
plt.plot([X[-1], X[-1]], [0, f(X[-1])], c="gray’, lw=0.5)

err = np.abs(X[-1] - X[-2])
if err < eps:
print(’Nul-tocka je:’, X[-1])
break
xplot = np.linspace(0, 3, 100)
plt.plot(xplot, f(xplot))
plt.axhline(0, c="r")
plt.figure()
plt.title('Konvergencija metode’)
plt.plot(np.arange(1l, it+l), X)
plt.xlabel('Iteracije, $i$")

plt.ylabel(’'$x_1i$")
plt.show()

Kakva je konvergencija Newton-Raphsonove metode? Pretpostavimo li da je
funkcija f(x) dva puta derivabilna, u okolini x; vrijedi Taylorova formula:

F) = F6) + 1 (30) (x = ) + o f(©) = xi), 4.29)
uz ¢ € [x;,x|. Konkretno za traZeni korijen (j. nul-to¢ku) x* vrijedi:

0= f(x) + £ () (6" = x0) + o f" (@) (" — )2 (4.30)
Iz Newton-Raphsonove formule znamo da je

0= f(x;) + f'(x:) (xi1 — x1), (4.31)
pa oduzimanjem dviju gornjih jednakosti dobivamo:

0= f"(x;)(x" = xi11) + %f”(@)(X* —x;)%. (4.32)

Kako su izrazi (x* — x;) i (x* — x;41) zapravo greske u koraku i i i + 1, redom, slijedi
da je

G(i+1) — _% - (e)2 (4.33)
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$to znadi da metoda konvergira kvadratiéno. Kada smo dovoljno blizu korijenu,
kvadrati¢na konvergencija metode znaci da se broj to¢nih znamenki udvostrucava sa
svakim korakom.

Upravo radi vrlo brze konvergencije, Newton-Raphsonova metoda i jest najko-
riStenija od svih metoda za traZenje korijena (u slucajevima kada znamo derivaciju
funkcije).

S druge strane, metoda ima slabu globalnu konvergenciju, Sto znaci da ako ni-
smo dovoljno blizu nul-tocke metoda ¢e Cesto divergirati. Naime, osim kod vrlo
jednostavnih funkcija, sto smo dalje od nul-tocke veca je vjerojatnost da éemo naiéi
na lokalne minimume i maksimume, tj. na mjesta gdje su tangente horizontalne i
kvazi-horizontalne (Slika 4.6).

Af(x) Af(x)

/ X % X1 X X0 \. x
Slika 4.6 Primjeri divergencije Newton-Raphsonove metode

Problem sa (kvazi-) horizontalnim tangentama moZe se uo¢iti i na samoj formuli
(4.27) po kojoj se metoda provodi. Naime, lako je primijetiti da za jako malu vrijednost
f'(x;) razlomak na desnoj strani izraza “eksplodira”, dok je za slu¢aj f'(x;) = 0 cijela
formula doslovno "neizrac¢unljiva" posto dijeljenje sa nulom nije definirano.

Metoda sekante

S obzirom da je dosta “skupo” zahtijevati poznavanje derivacije funkcije, postavlja se
pitanje moZemo li osmisliti metodu koja ne zahtijeva poznavanje derivacije, a da ima
slicna svojstva kao Newton-Raphsonova metoda. U tom smislu, ako je tangenta dobra
aproksimacija funkcije, mozemo primijetiti da je sekanta dobra aproksimacija tangente,
posebno ako su dvije tocke kroz koju provla¢imo sekantu vrlo blizu jedna drugoj.

Pretpostavimo da su nam poznate dvije tocke x; i x7 koje su blizu trazenog korijena,
tada mozemo funkciju f zamijeniti pravcem kroz tocke (x1,f(x1)) i (x2, f(x2)) 4.
sekantom. Iz sli¢nosti dvaju trokuta oznacenih na Slici 4.7 slijedi:

fx1) = f(xa) _ f(x2) (4.34)

X{—X»  Xp—X3

Iz gornje jednadZbe moZemo izraziti generaliziranu formulu po kojoj moZemo na
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£ )“ Slika 4.7

X .. Sekanta koja prolazi kroz dvije
Funkcija f(x) totke: (x1,f(x1)) i (x2, f(x2))-

@ Poznate totke funkcije f(x) f(x1)

f(x2) ;

— X3 X2 X1

=Y

temelju zadnje (i) i predzadnje (i — 1) tocke izracunati sljedecu (i + 1) tocku:

fxi) - (%1 — x;)
fxia) = f(x)

Dobivena tocka je niSta drugo do nul-to¢ka sekante koja prolazi kroz zadnju tocku
(xi, f(x;)) i predzadnju to¢ku (x;_1, f(x;_1)). Iterativnim ra¢unanjem po formuli (4.35)
priblizit ¢emo se nul-tocki funkcije f na Zeljenu to¢nost (Slika 4.5).

Usporedimo li formulu metode sekante (4.35) sa Newton-Raphsonovom formulom
(4.27), mozemo uociti da je to zapravo jedna te ista formula, samo $to se kod metode
sekante ne koristi prava derivacija f'(x) nego pribliZzno izratunata derivacija:

Xit1 = Xi — (4.35)

f/(xi) ~ f(xl?l) _f(xi)

. 4.36
Xi—1 — Xj ( )

A Slika 4.8
f(x) . PribliZzavanje nul-to¢ki funkcije me-
Funkecija f(x) todom sekante
@ Poznate totke funkcije f(x)
——— Sekante funkcije f(x)
_— Jé5 X3 9;3 ¥y X1 ~

Sto se konvergencije ti¢e, moZe se pokazati da za metodu sekante vrijedi:
8(i+1) —c- (e(i))1.618’ (437)

gdje je 1.618 konstanta poznata kao zlatni rez. S obzirom da je ovaj eksponent veéi od
jedan, ovdje govorimo o superlinearnoj konvergenciji. To je sporija konvergencija od
Newton-Raphsonove metode (cijena prelaska sa tangente na sekantu!), ali jos uvijek
bolja od metode bisekcije. lako smo se zamjenom tangente sa sekantom rijesili zahtjeva
poznavanja derivacije funkcije, jo$ uvijek je prisutan problem kvazi-horizontalnih
tangenti, to¢nije kvazi-horizontalnih sekanti.
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Usporedba metoda

Opisane metode za rjeSavanje nelinearne jednadzbe, tj. traZenje nul-tocke funkcije,
mogu se medusobno usporediti po pitanju konvergencije (to¢nosti) i drugih osobina,
kako je to rezimirano u Tablici

Tablica 4.1 Usporedba metoda za traZenje nul-tocke funkcije

Metoda Konvergencija Prednosti Nedostaci

Bisekcija 1 Robusnost Spora konvergencija
Regula-falsi >1 Robusnost Jednostrana konvergencija
Newton-Raphson 2 Brza konvergencija Zahtjeva poznavanje derivacije,

problem horizontalne tangente

Sekanta 1.618 Brza konvergencija Problem horizontalne sekante

U praksi bi prvi izbor trebala biti Newton-Raphsonova metoda, pod uvjetom
da znamo izrac¢unati derivaciju u svakoj tocki funkcije. Ako ne znamo derivaciju,
onda je prva alternativa metoda sekante. U slucaju da je funkcija preteSka odnosno
konvergencija prespora uslijed neugodnog izgleda funkcije, treba pokus$ati sa metodom
regula-falsi, koja je hibrid metode ogradivanja i metode sekante, i nema problem sa
horizontalnim sekantama. Kao zadnji izbor preostaje metoda bisekcije, koja se nerijetko
pokaze i kao najbolji izbor, upravo zbog svoje izrazene robusnosti.

RjeSavanje nelinearne jednadzbe pomocu SciPy modula

SciPy modul nudi nekoliko metoda za rjeSavanje nelinarnih jednadZzbi tj. za traZenje
nul-to¢ki funkcija koje se nalaze u podmodulu scipy.optimize. Ovdje su navedene
samo neke od tih metoda i to u svom osnovnom obliku, bez objasnjavanja dodatnih
argumenata.

Metoda bisekcije je implementirana u funkciji bisect

scipy.optimize.bisect(f, a, b)

koja prima funkciju f ¢iju nul-to¢ku traZimo te pocetne granice intervala ogradivanja a
ib.

Funkcija newton u SciPy-u, ovisno o danim argumentima, omogucuje pozivanje
dviju metoda za traZenje nul-tocke funkcije. Ukoliko se koriste samo nuZni argumenti
(funkcija f i pribliZzno/pocetno rjeSenje x0) onda se koristi metoda sekante. Ako
se definira i fprime, kao derivacija funkcije f, onda se koristi metoda tangente ftj.
Newton-Raphsonova metoda. Sintaksa funkcije newton je:

scipy.optimize.newton(f, x0, fprime=None)

U praksi se ¢esto koriste hibridne metode, kao $to su MINPACK hybrd i hybrj algo-
ritmi koji imaju odredene prednosti u odnosu na "osnovne" metoda, a implementirani
su u funkciji fsolve:

scipy.optimize.fsolve(f, x0)

Argument f je funkcija ¢iji korijen trazimo a x0 je pocetna tocka tj. priblizno pretpos-
tavljeno rjeSenje u ¢ijoj okolini se vrsi pretraga.

Programski kod 4.3 ilustrira koriStenje funkcija iz SciPy modula za traZenje nul-
tocke funkcije f(x) = v/x + 10 — cos?(x/5) — 3.
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Python kod 4.3 TraZenje nul-to¢ke pomoc¢u SciPy funkcija

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.optimize as opt

# Funkcija
def f(x):
return np.sqrt(x + 10) - np.cos(x / 5) *x 2 - 3

# Derivacija funkcije
def df_dx(x):
return 1 / (2 * np.sqrt(10 + x)) + 2 / 5 x np.cos(x / 5) * np.sin(x / 5)

# Metoda bisekcije
print(’scipy.bisect’)

x0_bisect = opt.bisect(f, 0, 20)
print(x0_bisect, f(x0_bisect))

# Metoda sekante

print(’scipy.newton sekanta’)

x0_newton = opt.newton(f, 7) # Ne konvergira za pocetni x=10
print(x0_newton, f(x0_newton))

# Newton-Raphsonova metoda

print(’scipy.newton Newton-Raphsonova metoda’)
x0_newton = opt.newton(f, 7, df_dx) # Sa derivacijom
print(x0_newton, f(x0_newton))

# fsolve

print(’scipy.fsolve’)

x0_fsolve = opt.fsolve(f, 7)
print(x0_fsolve[0], f(xO0_fsolve[0]))

# Crtanje funkcije i nul-tocke
X = np.linspace(0, 20, 200)
plt.plot(x, f(x))
plt.plot(x0_fsolve, 0, '0")

scipy.bisect

3.2308874320631276 2.0827783942e-13
scipy.newton sekanta

3.23088743206 0.0

scipy.newton Newton-Raphsonova metoda
3.23088743206 0.0

scipy.fsolve

3.23088743206 0.0
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Slika 4.9
TraZenje nul-to¢ki pomocu metoda
iz SciPy modula (Izvorni kod 4.3)
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Interpolacija

Stefan Ivi¢
Sinisa DruZeta

Uzmimo situaciju da imamo niz zadanih to¢aka (x;,y;) i moramo odrediti $to se
desava sa vezom y(x) u meduprostoru izmedu zadanih to¢aka, tj za x; < x < x;41. Ako
su nam zadane (x;,y;) totke potpuno pouzdane (j. potpuno to¢ne, ili strogo zadane),
onda se taj problem svodi na pronalazak krivulje koja prolazi kroz zadane tocke i takav
postupak zove se interpolacija.

Ima beskonaéno nac¢ina kako moZzemo provesti interpolaciju, tj. povezati zadane
tocke u jednu krivulju (Slika ).

(x6,Ys6)

\/

(x2,42)
® Zadane tocke

(x1,41)

Slika 4.10 Moguce interpolacijske krivulje na zadanim x — y to¢kama

Jedno od najjednostavnijih rjeSenja bila bi “metoda najbliZeg susjeda”. Po ovoj
metodi podrugju u okolici pojedine totke [x; — XL x; + Y1 ] jednostavno pridru-
Zujemo vrijednost y;, kako je to i prikazano na Slici 4.11. Time dobijemo interpolacijsku
funkciju koja je konstantna po dijelovima. Ovakav postupak zove se jos i interpolacija
nultog reda.

A Slika 4.11
y — Interpolacija metodom najbliZeg su-
sjeda

\_._‘ e Zadane tocke

>

X
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Lagrangeova interpolacija

U praksi je puno ¢esci sluc¢aj da Zelimo imati glatke interpolacijske funkcije, tj. Zelimo
povezati tocke krivuljom koja nema skokove (diskontinuitete). Prvo rjeSenje koje bi
nam moglo pasti na pamet bi bili polinomi. Znamo da se sa n poznatih to¢aka moZze
definirati polinom stupnja n — 1:

y(x)=ag+ar-x+a- x>+ .. +ay_q -2 (4.38)
Posto krivulja interpolacijskog polinoma prolazi kroz zadane tocke, jednadzba

(4.38) treba biti zadovoljena za svaku to¢ku: y(x;) = y;. To vrijedi za svaku od n tocaka,
pa dobivamo sustav od 7 linearnih jednadzZbi:

ay + ap-x1 + a-x? + coeaq-xlt o=y
2 -1 _

ap + a;-x2 + ax-x5; + ---an,l-xg = WY (439)
2 n—1 _

G + @ xe + @ X% A+ gy -xl =y,

gdje su ay, ...,a,_1 nepoznanice. Uvjet interpolacije polinoma n — 1 stupnja se pretvara
u ovih 7 jednadzbi, a interpolacijski polinom je jedinstven ukoliko je linearni sustav
(4.39) rjediv tj. ukoliko je determinanta sustava razli¢ita od nule.

1) Napomena
Jedinstveni interpolacijski polinom moZemo interpretirati na primjeru polinoma
2. stupnja (parabola). Kroz 3 tocke prolazi samo jedan jedini polinom 2. stupnja.
Doduse, ukoliko se dvije zadane totke preklapaju, determinanta sustava (4.39)
jednaka je nuli i sustav nije jednoznac¢no rjesiv. Drugim rije¢ima, preklapanjem
dviju to¢aka efektivno imamo samo jednu tocku, pa slijedi da se kroz takve dvije
tocke moZe provuéi beskona¢no mnogo polinoma 2. stupnja.

Koeficijenti sustava ( ) poprimaju vrijednosti xff (zak=0,1,...,n — 1), §to kod
veéih vrijednosti k (tj. za polinome visokog stupnja) moze rezultirati izrazito malim
vrijednostima za x; < 1, odnosno izrazito velikim vrijednostima za x; > 1. Takve velike
razlike u koeficijentima linearnog sustava uvelike oteZavaju rjeSavanje sustava, sto je
preciznije objasnjeno u poglavlju 4.5. Zbog toga bi bilo poZeljno da mozemo ovakav
polinom odrediti bez rjeSavanja linearnog sustava.

Pretpostavimo da traZeni polinom P, (x), koji prolazi kroz n zadanih to¢aka, mo-
Zzemo dobiti kao zbroj n jednostavnijih polinoma:

Pu(x) =) (Li(x) - yi) (4.40)
i=1
gdje je L;(x) pojedini (i-ti) polinom, koji pak mora zadovoljavati sljedece uvjete:

m Li(x;) =1 (mora poprimiti vrijednost jedan kada prolazi to¢no kroz pripadnu
zadanu i-tu tocku x;),

m L;(x;) =0, Vi # j (mora poprimiti vrijednost nula kada prolazi kroz sve ostale
tocke x;),

kako bi vrijedilo P, (x;) = y;.
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Takva svojstva ima polinom:

e TT X% (—m) (x—xi1) (x—xip) (v —x)
LZ(X)_j—ll_,j[#z‘xi_xj (xi—x) (%) (v—xg1)  (—x) (4D

jer u slucaju za x = x; vrijedi:

X—x]' _x]'—x]'

= =0, (4.42)
Xl'—x]' xi—xj

a u slucaju kad je x = x; imamo:

YT _HTN (4.43)
xi—x]- xi—x]- ) ’

Sumiranjem L;(x) - y; za sve totke dobijemo Lagrangeov interpolacijski polinom
P, (x) (izraz (4.40)), gdje je L; tzv. Lagrangeov bazni polinom:
n X — X
Li(x) = e (4.44)
jELA T

Da rezimiramo, Lagrangeov interpolacijski polinom dobije se zbrajanjem polinoma,
od kojih svaki u pripadnoj mu tocki x; poprima pripadnu vrijednost y;, dok u svim
ostalim tockama x; poprima vrijednost nula (Slika )-

Y ® Zadane tocke
(x1,1)

Lagrangeov interpolacijski polinom P(x)

——— Polinomi L;(x)y;

Ly (x)y3

Slika 4.12 Konstrukcija Lagrangeovog interpolacijskog polinoma

Programski kod 4.4 prikazuje implementaciju Lagrangeove interpolacije u Pythonu.

Python kod 4.4 Lagrangeova interpolacija

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.interpolate as intrp

XY = np.loadtxt(’'tocke.txt")
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n
X
Y

np.shape(XY)[0]
XY[:, 0]
XY[:, 1]

plt.plot(X, Y, 'o’, label = ’'Poznate tocke’)

Xint np.linspace(np.min(X), np.max(X), 100)
Yint = np.zeros_like(Xint)
for ix, x in enumerate(Xint):

P=20
for i in range(n):
pi =1.0
for j in range(n):

if j = 1:
pi = pi * (x - X[j1) /7 (X[i] - X[3l)
P=P+Y[i] * pi
Yint[ix] = P
plt.plot(Xint, Yint, ls='-', label = ’'Lagrangeov polinom”)

lanf = intrp.lagrange(X, Y)
print(lanf)
plt.plot(Xint, lanf(Xint), ls=':’, label='scipy.lagrange’)

plt.legend()

plt.show()
60 4 Slika 4.13
Poznate tocke o T . ..
° _ Primjer Lagrangeovog interpolacij-
Lagrangeov polinom / skog polinoma
----- scipy.lagrange
50
40 4
y
30
20 .
."g.
10] &
T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8

Ako znamo da Lagrangeov polinom ima tim visi stupanj Sto je veci broj tocaka
na kojima se provodi interpolacija i ako znamo da polinomi viSeg stupnja imaju veci
broj ekstrema (minimuma i maksimuma) onda je ocito da Langrangeov polinom mora
jako oscilirati. U tom smislu sa povec¢anjem stupnja polinoma ne dobivamo bolju
interpolaciju, $to je suprotno od onog sto obi¢no ocekujemo. Kod interpolacije na
veem broju toc¢aka, a ponekad i na manjem broju ekvidistantnih toc¢aka (Slika )
oscilacije mogu biti vrlo veliki problem. Oscilacije su obi¢no posebno izrazene na
rubovima, zbog ¢ega se Lagrangeova interpolacija u principu uop¢e ne moZe Kkoristiti
za ekstrapolaciju.

Osim toga, svi Lagrangeovi bazni polinomi moraju se iznova ra¢unati kod svake
promjene toc¢aka ili dodavanja nove tocke, sto ¢ini ovu metodu relativno skupom za
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interpolaciju u slu¢ajevima kada se tocke mijenjaju u vremenu.

T —_ 1
N —— Runge funkcija, f(x)—m

- |agrangeov interpolacijski polinom
® Poznate tocke

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Slika 4.14 Oscilacije Lagrangeovog polinoma na malom broju ekvidistantnih to¢aka

Splajn interpolacija

S obzirom da interpolacija polinomima visokog stupnja uzrokuje oscilacije, moZe se
za interpolaciju koristiti polinome niskog stupnja tako da ih se provlaci kroz manje
skupine tocaka, pa se onda te polinome moze pospajati u jedinstvenu krivulju. Drugim
rije¢ima, umjesto da radimo interpolaciju na svim to¢kama odjednom (Lagrangeova
interpolacija), mozemo raditi interpolaciju po dijelovima, ali tako da se sve te dobivene
interpolacijske krivulje lijepo nadovezuju jedna na drugu. Takav postupak zove se
splajn interpolacija (eng. spline).

Linearni splajn

Najjednostavnija vrsta splajn interpolacije je linearni splajn gdje se podrucje izmedu
dviju susjednih to¢aka aproksimira polinomom prvog stupnja tj. pravcem (Slika ).
Ukoliko je zadano n + 1 toc¢aka, potrebno je pronaci n pravaca koji spajaju po dvije
susjedne tocke (koje ¢ine jedan segment). Tako jednadzba pravca za segment od tocke
i do tocke i+ 1 (za x € [x;,xi41]) glasi:

filx) =a; +b;-x (4.45)

zai=1,...,n. Za pronadi splajn potrebno je odrediti sve nepoznanice a;,b; (2n nepoz-
nanica), pri ¢emu pravac treba prolaziti kroz obje tocke podintervala tj. mora vrijediti:

fi(xi) = vi, zai=1,...,n

4.46
fi(xiy1) =yip1, zai=1,...,n ( )

Uvrstavanjem jednadzbe pravca (4.45) u uvjete (4.46) dobije se sustav linearnih jed-
nadzbi gdje su parametri pravaca a; i b; nepoznanice:

a; +b;x; = v;, zai=1,...,n
O =Y . (4.47)
a;+bixit1=yiv1, zai=1,...,n
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Iako sustav jednadzbi (4.47) ima 2n jednadzbi i 2n nepoznanica, jednadzbe za
svaki par a; i b; su nezavisne o ostalim jednadzbama, pa moZemo eksplicitno definirati
rjeSenje kao:

b = Yi —Yit1

, ai=VYi1 — bixi+1, zail= 1,...,n (448)
Xi = Xit1

¢ime su definirane jednadZbe interpolacijskih pravaca za svaki i-ti segment omeden
tockama (xj,yi) 1 (Xit1,Yi+1)-

A
Y

® Zadane totke (%6, Y6)

Krivulja linearne splajn interpolacije
) plaj p ) f5(x)

\]

(x1,91)

Slika 4.15 Skica interpolacije pomocu linearnog splajna

Kvadratni splajn

Treba primijetiti da je s linearnim splajnom osigurana samo neprekidnost interpolacij-
ske funkcije, ali ne i njenih derivacija. Ukoliko Zelimo glatku interpolacijsku funkciju t;.
glatki splajn, tada treba uvjetovati neprekidnost prve derivacije. Posto za ispunjenje
dodatnih uvjete treba viSe koeficijenata interpolacijskih funkcija po segmentima, mora
se povisiti stupanj polinoma. Ako se za splajn interpolaciju koristi polinom 2. stupnja,
onda govorimo o kvadratnom splajnu. U tom slucaju, izmedu dvije susjedne poznate
tocke, koristimo kvadratni polinom

fi(x) =a; + bix + cix?, zai=1,...,n (4.49)

na svakom i-tom od ukupno n segmenata (Slika ). Sada je potrebno pronaci 3n
nepoznanica: a;, b;, ¢c; zai=1,...,n. Interpolacijski polinomi moraju prolaziti kroz
rubne toc¢ke podintervala, kao i kod linearnog splajna, ali dodatno se zahtjeva da
susjedni polinomi u to¢ki dodira imaju istu prvu derivaciju. Na taj nacin postiZe se
glatkoca cjelokupne interpolacijske krivulje.

Navedne uvjete moZemo definirati kao:

fi(xi) =yi, zai=1,...,n
ﬂ(xi+1):yi+1/ zai=1,...,n (450)

fl(xis1) :fi/+1(xi+1)/ zai=1,...,n—1
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$to ¢ini sustav od 3n — 1 linearnih jednadzbi. Posto je ukupno 3n nepoznatih koeficije-
nata interpolacijskih polinoma, nedostaje jo$ jedan uvjet tj. jednadzba da bi sustav bio
potpuno definiran. Za to je uobicajeno koristiti uvjet u prvoj tocki f{'(xp) = 0.

1) Napomena

~ Ovisno o primjeni, dodatni uvjet koji je potrebno postaviti kod konstrukcije
kvadratne splajn interpolacije moze biti prilagoden zahtjevima ili potrebama
primjene same interpolacije. Tako se, umjesto “standardnog uvjeta” f;'(xg) =0,
moZe propisati derivacija u prvoj ili zadnjoj to¢ki — §to se prakti¢nije moze
interpretirati kao nagib tangente u prvoj ili zadnjoj tocki interpolacijske krivulje.

(Xiy2,Yiv2)

®  Zadane totke
Krivulja kvadratne splajn interpolacije

>

(xi—1,Yi-1)

Slika 4.16 Skica konstrukcije kvadratnog splajna

Sustav jednadZbi koji proizlazi iz uvjeta (4.50), za razliku od onog kod linearnog
splajna, nema eksplicitnih rjeSenja za svaki segment neovisno, pa se njegovom rjesa-
vanju pristupa pomoc¢u neke od metoda opisanih u poglavlju 4.5. Sustav linearnih
jednadzbi (4.50) mozZe se zapisati kao:

a; + bix; + cix? =y, zai=1,...,n
a;i +bixit1+ Cix1'2+1 = Yit+1, zai=1,...,n (4.51)
b; +2c;xji 1 = b1 +2¢i1xi11, zai=1,...,n—1

gdje su prva dva izraza uvjet prolaska kroz rubne tocke segmenata. Treéi izraz je
uvjet glatkosti, dobiven derivacijom kvadratne jednadzbe (4.49) i uvrStavanjem u tre¢u
jednadzbu (4.50). Dodatni uvjet kojim upotpunjujemo sustav, definira se analogno,
ovisno da li je definiran prvom ili drugom derivacijom u nekoj tocki.

Kubicni splajn

Ako Zelimo zadrZati glatkocu i druge derivacije, to je direktno povezano sa glatkocom
zakrivljenosti, moramo koristiti jo§ veci stupanj polinoma za interpoalciju segmenata.
Analogno linearnom i kvadratnom splajnu, kubi¢ni splajn koristi polinome treceg
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stupnja po segmentima:
fi(x) =a; + bix + cix? + d;x3, zai=1,...,n (4.52)

za konstrukciju interpolacijske krivulje kroz n + 1 zadanih tocaka.

Kako kod kubi¢nog splajna postoji jos n dodatnih nepoznanica (ukupno 4n) u
odnosu na kvadratni splajn (koeficijenti kubnog polinoma c;), potrebno je postaviti
dodatne uvjete kako bi se svi koeficijenti mogli odrediti. Uz ve¢ koriStene uvjete
prolaska kroz rubne tocke, te uvjet jednakih prvih derivacija na spojevima segmenata,
kod kubi¢nog splajna se uvodi i uvjet da susjedni kubni polinomi imaju jednaku
vrijednost druge derivacije u zajednickoj tocki.

Navedni se uvjeti mogu matematicki izraziti kao:

fi(xi) =y, zai=1,...,n
fi(xix1) =yit1, zai=1,...,n @s3)
fi(xiz1) = fiq(xiy1), zai=1,...,n—1
fi'(xip1) = flia(xiy1), zai=1,...,n—1

S obzirom da u sustavu (4.53) imamo 4n — 2 jednadZbi, potrebna su jo$ dva uvjeta
kako bi sustav bio jednoznacno rjesiv. Uobicajeno se uvjetuje da je vrijednost druge
derivacije u pocetnoj i krajnjoj tocki jednaka nuli:

1(x0) =0,
n (xn) =0,

a tako definirani kubi¢ni splajn nazivamo “prirodni splajn”
Analogno uvjetima (4.51) za kvadratni splajn, uvjete prolaska kroz tocke te uvjet
kontinuirane prve derivacije moZemo izraziti linearnim jednadzbama:

(4.54)

a; + bix; + cix? +dixd =y, zai=1,...,n
a; + bixi 1 + Cix?_‘_l + diX?+1 =Yit1, zai=1,...,n (4.55)

b; + 2cixit1 + 3d,-x1-2+1 = bi+1 4+ 2¢i11xi41 + 3di+1x12+1, zai=1,...,.n—1

Za dodatne uvijete koji sadrze druge derivacije vrijedi f’(x) = 2¢; + 6d;x, pa se uvjeti
neprekidnosti druge derivacije takoder svode na linearne jednadzbe:

261‘ + 6dl-xi+1 = 2Ci+1 + 6di+1xi+1, zai= 1,...,n—1, (4.56)
a uvjeti prirodnog splajna na rubnim to¢kama (4.54) na

2c1 + 6d1x1 =0,

4.57
2¢, +6d,x, =0, ( )

Konac¢ne koeficijente kubnih polinoma u kubnom splajnu dobiva se rjeSavanjem
sustava od ukupno 4n linearnih jednadZbi definiranih izrazima (4.55), (4.56) i (4.57).

Zanimljivo je da je kubi¢ni splajn koriSten i prije nego li je matematicki formaliziran.
Naime, nekada su za crtanje krivulja koriStene drvene ili metalne trake (eng. spline —
otud i potje¢e ime interpolacijske metode), fizicki (npr. ¢avlima) ograni¢ene u nekoliko
tocaka (Slika ). Krivulje koje je postizala tako deformirana traka nasle su mnogle
primjene u dizajnu brodova i zrakoplova. Kubi¢ni splajn je zapravo matematicki ekvi-
valent takve elasti¢ne trake, a “prirodni splajn” opisuje elasti¢nu traku sa slobodnim
krajevima.
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Slika 4.17
Kubiéni splajn je matematicki ekvi-
valent savijene drvene trake

4.2.3 2D interpolacija
Bilinearna interpolacija

Bilinearnom interpolacijom se mogu procijeniti nepoznate vrijednosti u tocki unutar
pravokutnika na temelju vrijednosti u njegova cetiri vrha. Metoda se provodi tako
da se najprije primijeni linearna interpolacija u jednom smjeru, a zatim u drugom.
Redoslijed postupka, tj. redoslijed smjerova po kojima se provodi linearna interpolacija,
nije bitan i nema utjecaj na rjeSenje. Metodu je lako implementirati i jednostavno
se primjenjuje na veéem setu to¢aka na pravokutnoj mreZi, racunski je u¢inkovita i
stabilna, Sto je ¢ini pogodnom za primjene u stvarnom vremenu. Manje je precizna
u usporedbi sa sloZenijim 2D interpolacijskim metodama te ne osigurava glatkoéu
interpolacijske plohe (Slika 4.18).

Bilinearna interpolacija se ¢esto koristi u obradi slike, primjerice pri skaliranju ili
rotaciji, kako bi se dobili glatki prijelazi izmedu piksela. Medutim, moZe uzrokovati
zamucenje slike jer ne uzima u obzir nagle promjene ili rubove.

Slika 4.18
Primjer bilinearne interpolacije

3.5 0.0
4.0

Za Zeljenu totku (x,y), potrebno je odrediti poznate koordinate na pravokutnoj
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mreZi (X;, Xj+11Yj, Yj+1) izmedu kojih se totka nalazi. Te tocke formiraju pravokutnu
¢eliju (Slika 4.19).

A . Slika 4.19
y 5 Skica bilinearne interpolacije
Vi1 ® ' ®
T SRR e e
Yi ° v ®
‘Xi J'C xi;‘_l X "

Interpolacijska vrijednost se izra¢unava eksplicitno iz poznatih vrijednosti F na
okolnim to¢kama pravokutne mreZe i teZinskih faktora udaljenosti tocke od rubova
¢elije. Rezultati ovise o udaljenosti interpolirane toc¢ke od sva Cetiri susjedna vrha, pri
¢emu bliZe tocke imaju vedi utjecaj:

Xit1 —X Y1 —Y
Xit1 = Xi Yj+1 — Y
X—xi Y17y
Xit1 —Xi Yj+1 —Yj
Y1 =X YU
Yiv1 — Xi Y1 —Yj
X—xi Y-y
Xit1 — X Yj+1 —Yj

f(x,y) =F;-

+Fit1
(4.58)

+Fj1-

+Fit1j41-

Bikubi¢na interpolacija

Bikubi¢na interpolacija je napredna metoda interpolacije koja za izra¢un vrijednosti
u jednoj tocki koristi 16 okolnih uzoraka rasporedenih u mreZi 4x4. Temelji se na
kubi¢nim polinomima koji se primjenjuju u oba smjera, pri ¢emu je producirana
interpolacijska funkcija umnozak polinoma po oba smjera. Matematicki, vrijednost se
opisuje kubi¢nom funkcijom ¢iji koeficijenti ovise o vrijednostima to¢aka i njihovim
derivacijama ili aproksimacijama derivacija.

Ovakva formulacija omoguéuje glatke prijelaze i kontinuirane prve derivacije
(Slika ), 8to rezultira manjim vizualnim artefaktima. Zbog veée racunske zahtjev-
nosti koristi se kada je kvaliteta interpolacije vaznija od brzine izvodenja.

Vrijednost u tocki (x,y), koja se nalazi u Celiji omedenoj tockama x;, x;41 1Y}, ¥jt1,
je definirana funkcijom:

5 3 Y —x >i ( y-y )j
o o (x=m vy 459
floy) g;o g <Xi+1—xi Yi+1 Y o

gdje je 16 nepoznatih koeficijenata 4;; potrebno odrediti iz pretpostavljenih uvjeta.
Ti uvjeti odreduju osobine interpolacijske funkcije u promatranoj celiji, ukljuc¢ujuci
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glatko¢u na rubovima celije $to je osigurano neprekidnosc¢u prve derivacije (u oba
smjera) i mjeSovite derivacije na rubovima celije:

Funkcijska vrijednost:

f(xi,yi) = F,
f(xi+1/]/1) 1+1] 4 uvjeta
f(xi,yiv1) = Fijn
f(xit1,Yit1) = Fiv

Prva derivacija funckije (po x):

fx(xi/yz) = vxF
x\Ai+1,Yi v 1
Felsiv i) = +1j 4 uvjeta
fx(xi,yiz1) = Vi F i,j+1
fr(xit1,¥it1) = ViFip j+1

Prva derivacija funckije (po y):

fy(xi/yl) \Y F1]
i+1/Yi V i
folivaoi) = VoFin, 4 uvjeta
fy(xiryi+1) V ij+1
fy(xit1,Yiv1) = VyFir1jm

MjesSovita derivacija funckije (po x i y:)

fxy(xiz]/i) = vxyl:i,j
xy(Xiy1,Yi) = VayFipr
f y( /i) YL 4 uvjeta
fxy(xiryiH) = VyyFij
)

Fry(Xix1,Yiv1) = VayFiy1j01

Ovi uvijeti, ¢ine sustav od 16 linearnih jednadZbi s 16 nepoznanica (a;; za i,j =
0,...,3) za svaku ¢eliju pravokutne mreZe.

Funkcijske vrijednosti u interpolacijskim tockama koristene u prva cetiri uvjeta
su, naravno, zadane i poznate, medutim derivacije u tim tockama nisu. Uobicajeno
je da se one aproksimiraju, naj¢es¢e numericki iz zadane mreZe to¢aka (npr. koristeéi
numpy.gradient funkciju). Tada su poznati sve vrijednosti u postavljenim uvjetima i
moguce je rjeSavanje linearnog sustava te izracun interpolirane vrijednosti (4.59) za
pojedinu ¢eliju.
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Slika 4.20
Primjer bikubi¢ne interpolacije

4.2.4 Interpolacija pomocéu SciPy modula

Modul SciPy nudi zaseban modul interpolate koji je posveéen iskljucivo rjeSavanju
interpolacijskih problema. Iako je modul bogat jednodimenzionalnim, dvodimenzi-
onalnim i viSedimenzionalnim interpolacijskim metodama i raznim pomo¢nim mo-
gucnostima, ovdje ¢emo samo spomenuti osnovne metode za 1D interpolaciju koje su
opisane u prethodnim poglavljima.

Lagrangeov interpolacijski polinom moZe se lako izracunati koriste¢i funkciju
lagrange, ¢ija je osnovna sintaksa:

scipy.interpolate.lagrange(X, Y)

gdje su X i Y vektori iste veli¢ine koji sadrZze koordinate zadanih to¢aka. Funkcija
lagrange vrada specijalni objekt koji se moZe koristiti za izra¢un polinoma istom
sintaksom kao da koristimo funkciju, ali nudi i druge alate i informacije specificne za
polinome.

Sve splajn interpolacijske metode mogu se pozivati pomoc¢u funkcije make_interp_spline,
koja kreira optimizacijsku funkciju.

scipy.interpolate.make_interp_spline(X, Y, k)

gdje su X i Y koordinate zadanih tocaka, a argument k definira vrstu baznog splajna.
Vrsta baznog polinoma se odreduje njegovim stupnjem, odnosno 'k=1' odgovara
linearnom, "k=2" kvadratnom, a "k=3" kubi¢nom splajnu. Ukoliko se vrsta splajna ne
postavi onda se dobije kubi¢ni splajn. Objekt koji vraca funkcija make_interp_spline
se moZe koristiti za evaluaciju to¢aka na isti na¢in kao da se radi o obi¢noj funkciji.

Primjer koriStenja SciPy interpolacijskih metoda te njihova usporedba demonstri-
rana je u Programskom kodu 4.5, a dobivena vizualizacija je prikazana na Slici 4.21.
O¢ito je da sa porastom stupnja polinoma rastu oscilacije, kao $to je i jasno zasto se
kao prvi izbor u praksi najcesce koriste splajn interpolacije.

Python kod 4.5 Interpolacija metodama SciPy modula i njihova usporedba
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import numpy as np
import scipy.interpolate as intrp
import matplotlib.pyplot as plt

# Zadane tocke

n=>5

X =110, 4, 6, 10, 11, 15, 18]
Y=1[5 2,1, 2,1, 6, 7]

# Gusta podjela x varijable

X

= np.linspace(0, 18, 300)

# Interpolacijske funkcije dobivene pomocu scipy.inetrpolate modula
fl = intrp.lagrange(X, Y)

f2 = intrp.make_interp_spline(X, Y, 1)
f3 = intrp.make_interp_spline(X, Y, 2)
f4 = intrp.make_interp_spline(X, Y, 3)

# Vizualizacija

plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.plot(x, fl(x), lw=2, label='Lagrangeov interpolacijski polinom’)
plt.plot(x, f2(x), lw=2, label='Linearni splajn’)

plt.plot(x, f3(x), lw=2, label='Kvadratni splajn’)

plt.plot(x, f4(x), lw=2, label='Kubicni splajn’)

plt.plot(X, Y, 'ko’, ms=8)

plt.grid()

plt.xlim(-1, 19)

plt.ylim(-1, 16)

plt.legend(loc="upper center’)

plt.subplots_adjust(left=0.03, right=0.99, bottom=0.05, top=0.98)
plt.show()

16
—— Lagrangecv interpalacijski polinom
— Linearni splajn
14 1 —— Kvadratni splajn
= Kubicni splajn
12 4
lo 4
g4
6 B
g
24
04

0o 25 50 75 10.0 125 150 175

Slika 4.21 Usporedba interpolacijskih metoda prema izvornom kodu 4.5
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Vise-dimenzionalna interpolacija na pravokutnim mreZama omogucena je pomocéu
klase RegularGridInterpolator koja prima koordinate tocaka u redcima matrice te
pripadajuce funkcijske vrijednosti. Koristi se sintaksa

scipy.interpolate.RegularGridInterpolator(tocke, F)

pri ¢emu je argument tocke matrica veli¢ine [n_points, n_dimensions], dok je F
vektor veli¢ine [n_points].

Primjer upotrebe RegularGridInterpolator klase za bilinearnu i bikubi¢nu inter-
polaciju na dvo-dimenzionalnim podacima dan je u Izvornom kodu 4.6, a rezultati su
prikazani na Slici

Python kod 4.6 Interpolacija metodama SciPy modula i njihova usporedba

import numpy as np
import scipy as sp
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x, y):
return np.cos(np.pi*x) + X * np.sin(np.pixy)
Xx_mg, y_mg = np.meshgrid(np.linspace(-1, 1, 101),
np.linspace(-1, 1, 101))

N
]

f(x-mg, y_mg)

np.linspace(-1, 1, 6)

np.linspace(-1, 1, 7)

_mg, Y_mg = np.meshgrid(X, Y, indexing="1j")
= f(X_mg, Y_mg)

X
Y
X
z

bilinear = sp.interpolate.RegularGridInterpolator((X, Y), Z)
z_bilinear = bilinear((x_mg, y_mg))

bicubic = sp.interpolate.RegularGridInterpolator((X, Y), Z, method="cubic”)
z_bicubic = bicubic((x_mg, y_mg))

fig, [ax1l, ax2, ax3] = plt.subplots(figsize=(18, 6), ncols=3, constrained_layout=
True)

axl.set_title(’'Izvorna funckija')

ax1l.contourf(x_mg, y_mg, z, 100)

ax1l.contour(x_mg, y_mg, z,
levels=10,
colors="k’,
linestyles="-",
linewidths=1)

ax2.set_title(’'Bilinearna interpolacija’)
ax2.contourf(x_mg, y_mg, z_bilinear, 100)
ax2.contour(x_mg, y_mg, z_bilinear,

levels=10,

colors="k’,

linestyles="-",

linewidths=1)

ax3.set_title(’Bikubicna interpolacija’)
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ax3.contourf(x_mg, y_mg, z_bicubic, 100)
ax3.contour(x_mg, y_mg, z_bicubic,
levels=10,
colors="k’",
linestyles="-",
linewidths=1)

for ax in [ax1, ax2, ax3]:
ax.plot(X_mg, Y_mg, 'r+’, ms=10)
plt.show()

Bilinearna interpolacija
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Slika 4.22 Usporedba interpolacijskih metoda prema izvornom kodu 4.6
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Regresijska analiza

Stefan Ivi¢
Sinisa DruZeta

Zamislimo da promatramo odredene parametre izmedu kojih o¢ekujemo odredenu
vezu (zavisnost). Recimo da imamo dvije varijable, x i y, gdje na temelju stanja varijabli
u pojedinim to¢kama (x;,¥;) za i = 1,2,...,n vidimo da postoji odredena veza y(x)
(Slika ). Pri tome tocke nisu potpuno pouzdane (to¢ne), bilo zbog pogreske u
prikupljanju podataka (tipi¢no su to pogreske mjerenja) ili zbog toga Sto nam u analizi
nedostaje utjecaj nekih tre¢ih parametara o kojima nemamo podataka. U tom slucaju,
regresijska analiza podrazumijeva odredivanje funkcijske veze y = f(x) koja najbolje
opisuje zavisnost u podacima.

A °
y

® Zadane tocke (x;,y;) o

\

Slika 4.23 Toc¢ke u kojima postoji veza izmedu varijabli x i y

Dakle, ako pretpostavljamo funkcijsku zavisnost y = f(x) i izaberemo neku vrstu
regresijske funkcije f(x), treba nam postupak koji bi nam omogucio da jednozna¢no
odredimo najbolju f(x) od svih moguéih zamislivih funkcija tog tipa. Drugim rije¢ima,
potrebno je pronaci funkciju “najbliZu” danim to¢kama, ali koja ne prolazi to¢no kroz
zadane tocke, nego nekako izmedu njih.

Kako odrediti koliko je ova funkcija “blizu” zadanih to¢aka? Za svaku zadanu tocku
Ti(x;,y;) svakako moZemo odrediti udaljenost do njoj pripadne totke na regresijskoj
funkciji T;(x;, f(x;)), tj. mozemo usporediti koliko se razlikuje y;(x;) od f(x;). Dakle,
jednostavno izra¢unamo udaljenost izmedu tocaka T; i T;:

d(T;, T;) = \/(xi —xi)2+ (yi — f(xi))% (4.60)

Postupak moramo provesti za sve tocke i = 1,2,...,n i logi¢no bi bilo sve dobivene
udaljenosti zbrojiti, no razni pristupi rjeSavanja regresijske krivulje pokazuju da je
prakticno i korisno ih pri tome jo3 i kvadrirati. Time dobijemo ukupnu “ocjenu”
regresijske funkcije, definiranu kao:

n n

S=Y d(T,Ti)* =Y (vi — f(x:)* (4.61)

i=1 i=1

Sada nam preostaje da nekako odredimo onu f(x) za koju ¢e suma S biti najmanja.
Posto biranje funkcije f iz skupa svih mogucih funkcija nije izvedivo, odabire se model
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funkcije, npr. linearni, polinomni, eksponencijalni ili sl. Time se odredivanje nepoznate
funkcije prebacuje na ra¢unanje nepoznatih parametara odnosno koeficijenata modela.

Linearna regresija
Ako se odlu¢imo da regresijska funkcija f(x) bude pravac
y=ao+a-x, (4.62)

onda se ukupna odstupanja od danih toc¢aka svode na:

(a0 + a1x;))?, (4.63)

M:

S=
z:l

gdje su ag i a; nepoznati koeficijenti regresijskog pravca.

Odredivanje regresijskog pravca podrazumijeva odredivanje najboljeg od svih
mogucih pravaca koji prolaze otprilike kroz zadane tocke (Slika )- Najbolji pravac
¢e biti onaj koji ¢e imati najmanju sumu S i ako primijetimo da ona ovisi o parametrima
pravca 4o i 4 onda mozemo traziti minimum funkcije S(ag,a1).

A Slika 4.24
[ ] . o
Y e Zadane tocke (x;,y;) Skica regresijskog pravca

o (Xi,Y1)

S obzirom da je S(ap,a1) funkcija dvije varijable, minimum sume S ¢e biti postignut
za one vrijednosti ag i a; za koje vrijedi:

= (4.64)
95
8a1 e

Kada to izracunamo:

aao i}_:z — (a0 +a1x;)) - (1),
= (4.65)

aa1 ;2 (ap + a1x)) - (—x;),

dobijemo sustav dviju linearnih jednadzbi:

n

apn + ﬂl'in = _Zyi

) l;l ljl (466)
ao-in + ul-inz = inyi.

i=1 i=1 i=1
RjeSenjem ovog sustava dobivamo koeficijente ag i a; koji daju najmanje moguce
ukupno odstupanje od zadanih toc¢aka S, ¢cime smo odredili regresijski pravac y =
ag +ayx.
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Polinomna regresija

Uzmemo li za regresijsku funkciju polinom viSeg stupnja, potrebno je odabrati poli-
nomni model tj. stupanj polinoma. Koeficijenti takvog polinoma se nalaze iz ranije
navedenih kriterija regresije. Treba primjetiti da je polinom linearan u odnosu na
svoje koeficijente pa regresija daje i u ovom slucaju linearne jednadzbe za nepoznate
koeficijente polinoma.

Dakle, za polinom m-tog stupnja

f(x)=ap+ax+ x>+ o+ apx™, (4.67)

postupak regresije svodi se na odredivanje parametara ag, a1, ..., ap.
To znati da moramo minimizirati sumu

(y; — (a0 + a1x + aox® + ... + aux™))? (4.68)

M-

Il
—_

S =

1

odnosno mora vrijediti:

S
— = i=0,1,... 4.
9, 0, j=01,.,.m (4.69)

Ako izratunamo sve potrebne parcijalne derivacije

aS

= ZZ(yi —(ap+amxi+ - +apxl")) - (_x{:)
)

i=1

i=1 k=0

za j=0,1,...,m, dobit ¢emo linearni sustav:

(4.70)

m n ki n .
Yoa | x| =Yy 4.71)
k=0 i=1 i=1
zaj=0,1,..,m. Ako uvedemo oznake:
n ki
IXjk = in+], ],k = 0,1,...,m

=1 (4.72)

n ,
Bi= Zyi . xf, j=0,1,.,m
i=1
sustav moZemo zapisati i skraceno:
m
lejk g = ﬁ]/ ]/k = 011/~-~rm~ (4.73)
k=0

RjeSavanjem ovog sustava od m + 1 jednadzbi i m + 1 nepoznanica dobit ¢emo
koeficijente regresijskog polinoma.
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Primjena linearne regresije na slozenije modele

Ako podacima na kojima provodimo regresiju nisu pogodni za linearnu ili polinomnu
regresiju, mozemo jednostavnim matematickim “trikovima” sloZenije regresijske mo-
dele svesti na linearnu regresiju. Ovdje ¢emo pokazati tri primjera:

B Eksponencijalni regresijski model
B Regresijski model baziran na potenciji

m Regresijski model rasta do zasi¢enja
Pod eksponencijalnim modelom podrazumijevamo upotrebu regresijske funkcije
y = ae'™, (4.74)

gdje se moramo rijesSiti nelinearnosti u odnosu na parametre modela da bi mogli
provesti postupak odredivanja parametara a i b. To moZemo napraviti logaritmiranjem:

Iny =Ina + bx, (4.75)

nakon ¢ega moZemo provesti linearnu regresiju na to¢kama (x;,Iny;), ¢ime ¢emo
odrediti parametre Ina i b (Slika A).
Uzmemo li model baziran na potenciji (eng. power equation)

y= ax?, (4.76)
ponovno si moZemo pomodi logaritmiranjem:
Iny =Ina+ blnx, (4.77)

gdje se sada tocke (Inx;,Iny;) mogu modelirati linearnom regresijom, ¢ime éemo dobiti
parametre Ina i b (Slika B).
JednadZzba rasta do zasi¢enja (eng. saturation-growth-rate equation) glasi:

a-x
= 4.7
Y b+ x (4.78)
1 mozZe se svesti na oblik
1 b
-1 -1
=4 —x, 4.79
y=—+ox (4.79)

nakon Zega se totke (x;!,y; ') mogu modelirati linearnom regresijom, ¢ime ¢emo
odrediti parametre % i 2 (Slika Q).
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A A) Eksponencijalni model
y Iny
Iny =Ina + bx
y = aeb™ »
x x
A . .
y B) Model temeljen na potenciji Iny
y = ax? » Iny =Ina + blnx
x - Inx
y A C) Model rasta do zasi¢enja
a-x
y_b+x
x x1 7

Slika 4.25 Svodenje na linearni model: eksponencijalni model (A), model temeljen na potenciji (B) i model
rasta do zasicenja (C)

Regresijska analiza pomoéu NumPy modula

Za kreiranje polinoma moZemo koristiti Polynomial objekt modula NumPy (pod-
modul polynomial) koji nam omogucuje prilagodavanje polinoma Zeljenog stupnja
zadanim tockama. Osnovna sintaksa funkcije glasi:

numpy.polynomial.Polynomial.fit(x, y, deg)

Argumenti x i y su nizovi brojeva tj. koordinate poznatih to¢aka. Parametar deg
definira stupanj regresijskog polinoma m. Funkcija Polynomial.fit kreira objekt
koji se moZe koristiti kao obi¢nu funkciju za potrebe izracunavanja vrijednosti po-
linoma za Zeljeni x. Koeficijente regresijskog polinoma mozZemo dobiti oc¢itanjem
Polynomial.convert().coef atributa, ¢ime ¢emo dobiti koeficijente redom od najni-
Zeg stupnja (ag,a1,4z,...,4,). ViSe informacija o radu s polinomima moZe se naci u
poglavlju

Primjena Polynomial.fit funkcije te ru¢ni izracun koeficijenata regresijskog
pravca prikazani su u kodu 4.7, uz vizualizaciju rezultata na Slici

Python kod 4.7 Polinomna regresija

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial
import matplotlib.pyplot as plt

X, Y = np.loadtxt(’set_1.txt’, unpack=True)
plt.plot(X, Y, 'ko")

fl = Polynomial.fit(X, Y, 1)
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f2

Polynomial.fit(X, Y, 2)

f3

Polynomial.fit(X, Y, 3)

plt.plot(X, f1(X), lw=1.25, label='polinom 1. stupnja’)
plt.plot(X, f2(X), lw=1.25, label='polinom 2. stupnja’)
plt.plot(X, f3(X), lw=1.25, label='polinom 3. stupnja’)

sumX = np.sum(X)
sumY = np.sum(Y)
sumxX2 = np.sum(X*x*2)
sumxyY np.sum(XxY)

A = np.array([[len(X), sumX],
[sumX, sumX2]11)
B = np.array([sumY, sumXY])

a_m = np.linalg.solve(A, B)

def funkcija(x):
return a_m[0] + a_m[1]x*x

pl = [min(X), funkcija(min(X))]

p2 = [max(X), funkcija(max(X))]

plt.plot([pl[0], p2[0]], [pl[1], p2[1]1], lw=2, 1s=':’, label='polinom 1. stupnja -
provjera’)

plt.legend()

Slika 4.26

12.0 4 — polinom 1. stupnja . Rezultati polinomne regresije
polinom 2. stupnja

—— polinom 3. stupnja

11.5 4 ==== polinom 1. stupnja - proviera

10.5 A

10.0 A

0.0 0z 04 06 08 10

Programska implementacija eksponencijalne regresije svodenjem na linearni model
opisana je u kodu 4.5 (rezultat na slici )-

Python kod 4.8 Eksponencijalna regresija putem linearnog modela
import numpy as np
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from numpy.polynomial import Polynomial
import matplotlib.pyplot as plt

X, Y = np.loadtxt('set _2.txt’, unpack=True)
plt.plot(X, Y, 'ro")

polyreg
b, ln_a

Polynomial.fit (X, np.log(Y), 1)
polyreg.convert().coef

X = np.linspace(np.min(X), np.max(X), 200)
y = np.exp(ln_a) * np.exp(x * b)
plt.plot(x, vy)

Slika 4.27
Rezultati eksponencijalne regresije
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Numeric¢ka integracija

Jerko Skific

Numeritka integracija podrazumijeva aproksimaciju odredenog integrala | ab f(x)dx,
Sto je posebno korisno u situacijama u kojima:

B nije moguce izraziti analiticko rjeSenje
B oteZana evaluacija integrala

m funkcija f(x) je zadana kao niz diskretnih to¢aka (Slika 4.28)

A Slika 4.28
Primjer funkcije zadane nizom to-
¢aka

e e )

(%)
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(=)}
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DT T TR )

e e
o1

[=}

=y

Formalno, za definiranu funkciju f : [2,b] — R na zatvorenom intervalu [a,]]
definiramo particiju intervala P:

P = {[x0,x1], [x1,x2], ... [Xn—1,%n] } (4.80)

za koju vrijedia = xp <x1 <x2 < --- <x, =b.
Sada mozZemo odrediti Sirinu svake particije intervala Ax;, pomoc¢u izraza

Ax;j=x; — Xj_1. (4.81)

Nadalje, za svaki interval odredimo x; na nacin da vrijedi x} € [x;_1,x;].
Tek sada moZemo izra¢unati odredeni integral pomoc¢u sljedeceg izraza:

1= / " fw)dr = lim Y F(x!)Ax, (4.82)

[1Axi||=0;=
gdje n oznacava broj intervala.

Newton-Cotes formule

Razvijen je vedi broj metoda za numeri¢ku integraciju, od kojih se najcesée zbog
svoje jednostavnosti primjenjuju Newton-Cotes formule. Osnovna ideja se svodi na
supstituciju podintegralne funkcije funkcijom koju je lako integrirati:
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b b
1= / f(x)dx ~ / fn(x)dx, (4.83)
a a
gdje se funkcija f, obi¢no definira kao polinom n-tog stupnja:
fn(x) =ap+a;x + x> 4 .. apx”. (4.84)

Pravilo lijeve, desne i srednje toCke

S prakti¢ne strane, ukoliko nam je poznata funkcija f, postoje dvije sitne prepreke koje
nam oteZavaju numericko rjeSavanje odredenog integrala pomocu izraza (4.52):

B Sirina intervala Ax; ne moZe biti beskona¢no malena

B Moramo iznadi nacin da primjereno odaberemo x;

U tom slucaju je moguce priblizno rijesiti odredeni integral

1= / " Fx)dx 21 F(x5)Ax;. (4.85)

Ovdje se Sirine intervala odrede pomocu izraza (4.51), dok se odabir x; obi¢no svodi
na jedan od tri slucaja:

X1 lijeva toc¢ka intervala Ax;
xj = 3(xi_1+x;) sredina intervala Ax; (4.86)
X; desna toc¢ka intervala Ax;

U sva tri slucaja, f, iz izraza (4.83) je konstanta f,(x]) = ao (§j. polinom nultog
stupnja), s tim da za ap uzimamo funkcijsku vrijednost pocetka, sredine ili kraja
intervala.

Sada moZemo napisati tri jednostavne metode za izrac¢unavanje odredenog integrala.

Odredimo jedinstvenu Sirinu intervala Ax = Ax; = Axp = Ax3 = --- = Ax, pomocu
izraza
b—a
Ax = ,
n

gdje je, ponovimo, n broj intervala.
Odaberemo li za x;] lijevu tocku intervala, konstruirali smo metodu pod nazivom

pravilo lijeve tocke (Slika ) te izraz (4.85) postaje
n b —a n
I~Ax) f(xiq)= ” Y f(xicq). (4.87)
i=1 i=1
U slu¢aju odabira desne tocke intervala za x;, konstruirali smo metodu pod
nazivom pravilo desne tocke (Slika ), ¢ime izraz (4.55) postaje
I~Ax) f(x) = " Y f(xi). (4.88)
i=1 i=1

Odabir sredine intervala za x; rezultira numerickom metodom naziva pravilo
srednje tocke (Slika ). Izraz (4.65) postaje

I ~ Ax Zf(xi_l/z) = b—a Zf(xi_l/Q), (489)

i-1 i—1
gdje je f(xi—12) = f (3 (xi1 + x7)).




4.4.2

180 Poglavije 4. Numericke metode

y P g

(a) Pravilo lijeve tocke (b) Pravilo desne tocke (c) Pravilo srednje totke

Slika 4.29 Primjer integracije funcije f(x) = sin(x) + 1 na intervalu [0, 7] pravilom lijeve, desne i srednje
tocke

Implementacija pravila srednje tocke u Pythonu dana je u programskom kodu

Python kod 4.9 Pravilo srednje tocke
import numpy as np

def f(t):
return np.sin(t)

a, b=1, 2
n = 20
h=(b-a)/n

x = np.linspace(a + h/2, b - h/2, n)
y = f(x)
integral = h * np.sum(y)

print(’Integral: ', integral)
print(’Tocan rezultat: ', np.cos(l) - np.cos(2))

Greska pravila srednje toCke
Procjena greske pravila srednje tocke izraZava se sljede¢im izrazom:
(b—a)’

E= Wf”@)/ (4.90)

gdje su a i b granice integriranja, a n broj intervala (segmenata). Iznenadujuce, iako je
vrlo jednostavna, metoda srednje tocke moZze biti dovoljno to¢na za veéinu prakti¢nih
primjena. Osim toga, iz izraza (4.90) vidljivo da je metoda potpuno to¢na za polinome
prvog stupnja, jer za f”({) = 0 dobijemo gresku E = 0. Slu¢aj u kojemje b —a =0
nema smisla razmatrati, a za n — co svakako mora vrijediti E — 0.

Trapezna formula

Numericka aproksimacija podintegralne funkcije pravcem:

fn(x) =ag+ a1x

rezultira najraSirenijom metodom numericke integracije — trapeznom formulom.
Ovdje se povrsina ispod pravca moZe izracunati koriste¢i izraz za povrsinu trapeza

As = (b — a)[O@ (slika 4.30).
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Slika 4.30
Integracija trapeznom formulom

A
f(x) £(b)

Slijedi da je povrsina ispod pravca jednaka:

1= [ fdem Lo - a) (F(a) + £(5). @1)

1z Slike jasno je vidljivo da bi mogli dobiti puno bolji rezultat ako bi interval
podijelili na viSe manjih (Slika ), integrirali segmente trapeznom formulom te ih
na kraju zbrojili.

A Slika 4.31
f(x) f(b) Integracija vise podintervala trapez-
f(a) nom formulom
X0 x1 X7 x3 x

Podijelimo li tako interval [a,b] na vi$e manjih, oznaciv$i ih xp = a i x,, = b, mozemo
napisati:

I:/abf(x)dxz/x:lf(x)dx%—/:Zf(x)dx%—...+/xjn1f(x)dx.

Ostaje nam odrediti x...x,_1. Podijelimo li interval na n jednakih dijelova Sirine
h=(b—a)/n, tadaje xy =x0+h, xp =x1 +h, ili x; = x;_1 + h. Za svaki segment
zasebno primijenimo trapeznu formulu (4.91) i moZemo pisati:

b
= [ e T IC) fl) Ef) o F) 4S5
a
Preslozimo li ¢lanove iz gornjeg izraza, dobit ¢emo kona¢nu kompozitnu trapeznu
formulu:

b h n—1
Iz/a flx)dx = 5 (f(xo) +2 ;f(xi) +f(xn)> , (4.92)

ili ako h izrazimo preko ukupnog intervala, dobijemo

b 1 n—1
I= [ flx)dem (b—a)5, <f<x0> 21 f(x) +f(xn)> : (4.93)



443

182 Poglavije 4. Numericke metode

Rudimentarna Python implementacija trapezne formule moZe se vidjeti u program-
skom kodu

Python kod 4.10 Trapezna formula
import numpy as np

def f(t):

return np.sin(t)

a, b=1, 2

n = 20

h=1(b-a)/n

X np.linspace(a, b, n+l)

y = f(x)
integral = h/2 * (y[0] + 2xnp.sum(y[1l:-1]) + y[-11)

’

print(’Integral: ', integral)
print(’Tocan rezultat: ', np.cos(l) - np.cos(2))

Procjena greske trapezne formule se izraZzava izrazom

E= -0 gy, (4.94)

12n2
Usporedimo li ovu gresku s greSkom metode srednje tocke (4.90), vidjet éemo da je
metoda srednje tocke tocnija. No, kako je razlika prakticki zanemariva, u praksi se
ipak preferira trapezna formula. Kao i metoda srednje tocke, trapezna formula za
polinome prvog stupnja daje to¢an rezultat (jer za f”({) = 0 vrijedi E = 0).

Broj intervala n u izrazima (4.90) i (4.94) zahtijeva posebnu paznju. MoZemo
primijetiti da ako se broj intervala poveca dva puta, greska se smanjuje Cetiri puta.
Dakle, ako za n; intervala izracunamo gresku metode E;, za n; = 4n; intervala slijedi
Er = 5:E.

Formalno, metode su drugog reda to¢nosti, §to se izraZava jo$ i kao O(h?), jer je
greska ovisna o veli¢ini koraka 5.

Simpsonove formule

Zamijenimo li aproksimaciju podintegralne funkcije iz izraza (4.84) polinomom drugog
stupnja, odnosno f,(x) = fo(x) = ag + a1x + ax?, tada moZemo pisati:

1= /abf(x)dx R /abfz(x)dx.

Drugim rije¢ima, potrebno je izracunati integral polinoma drugog stupnja unutar
granica [a,b] (Slika )-

Ostaje samo odrediti koeficijente polinoma, za Sto odabiremo tri ekvidistantne
tocke, tj. pocetak, sredinu i kraj intervala:

[ | To:(l,fz(ll),
mBT:(a+b)/2,f((a+b)/2)i
| TQZb,fz(b) .
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J Slika 4.32
f(x) f(b) Integracija polinomom drugog
f(a) stupnja

Umjesto rjesavanja linearnog sustava od tri jednadZzbe, dovoljno je upotrijebiti
Lagrangeovu interpolaciju (poglavlje ). Naime, uvedemo li tocke xg =4, x1 =
(b+a)/2 i xy = b te iskoristimo li izraz (4.40), moZemo konstruirati interpolacijski
polinom:

L oy o)

Nakon $to definiramo h = (x2 — x9) /2 = (x1 — X¢) i provedemo algebarske manipulacije,
dolazimo do kona¢nog izraza

I~

W =

(f (x0) +4f (1) + f(x2)), (4.95)
koji se naziva Simpsonova 1/3 formula.

Kao i kod trapezne formule, moguce je veliki interval podijeliti na viSe manjih i
provoditi integraciju po dijelovima. Odnosno,

b X2 X4 Xn
I:/ f(x)dxz/ f(x)dx+/ f(x)dx+...+/ f(x)dx.
a X0 X2 Xp—2
Ostaje nam odrediti x...x,_1. Podijelimo li interval na n jednakih dijelova Sirine

h=(b—a)/n, tadaje x1 = xo+h, xp =x1 +h, ili x; = x;_1 + h. Za svaka dva segmenta
primijenimo Simpsonovu 1/3 formulu (4.95) i moZemo pisati:

(f(x2) +4f(x3) + f(xa)) + ...
(f(xn—2) +4f(xn1) + f(xn))

1= [ ) 2 () + 4 () + £ () +

+

W= W=

Preslozimo li ¢lanove iz gornjeg izraza, dobit ¢emo kona¢nu kompozitnu Simpso-
novu 1/3 formulu:

i=1,35,... i=2,4,6,...

n—1 n—2
1%§<f(xo>+4 Y, fl)+2 ) f(xi)+f(xn)>- (4.96)
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Neparne tocke su srednji ¢lan iz Simpsonove formule (4.95), dok su parni ¢lanovi rubni
te se oni dvaput pribrajaju. Ovdje vrijedi napomenuti da broj intervala n mora uvijek
biti paran broj.

Slika 4.33 prikazuje kompozitnu integraciju domene podijeljene na Sest intervala.
Integracija po dijelovima se provodi za svaka dva intervala zasebno (na Slici oznaceni
razli¢itim nijansama sive boje).

Slika 4.33
Integracija viSe intervala Simpsono-
£(b) vom 1/3 formulom

Fx))

a b x

Osnovna Python implementacija Simpsonove 1/3 formule moZze se vidjeti u pro-
gramskom kodu 4.11:

Python kod 4.11 Simpsonova 1/3 formula
import numpy as np

def f(t):
# definicija podintegralne funkcije
return np.sin(t)

a, b=1, 2 # granice integriranja
n =20 # broj intervala
h = (b -a) / n# Sirina intervala

x = np.linspace(a, b, n+l) # n+l tocka za n intervala

y = f(x)

integral = h/3 * (y[0] + 4xnp.sum(y[1l:-1:2]) + 2*xnp.sum(y[2:-2:2]) + y[-1])
print(’'Integral: '’
print(’Tocan rezultat:

, integral)
", np.cos(l) - np.cos(2))

Procjena greske Simpsonove 1/3 formula izraZava se kao:

(b—a)®

- —4)
E= Wf () (4.97)

za dva intervala, odnosno

—a)’_
=859, (4.99)

za n intervala, gdje je f(4) prosje¢na Cetvrta derivacija na promatranom intervalu.

Ve¢ samo povrsnom analizom gornjeg izraza moZemo dodi do zakljucka da je
metoda to¢na i za polinome trec¢eg stupnja, iako podintegralnu funkciju aproksimiramo
polinomom drugog stupnja. Nadalje, poveéanje broja intervala dva puta rezultira
smanjenjem greske Sesnaest puta.
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Umjesto aproksimacije podintegralne funkcije iz izraza (4.54) polinomom drugog
stupnja, moZemo koristiti polinom treéeg stupnja: f,(x) = f3(x) = ap + a1x + axx* +
+a3x®. Tada vrijedi:

1= /ubf(x)dx A /abf3(x)dx.

Upotrijebimo li istu tehniku kao i kod Simpsonove 1/3 formule, do¢i ¢emo do
izraza za Simpsonovu 3/8 formulu:

T 2(f (o) +3f (1) +3f () + f(x3), (4.99)

Izraz (4.99) koristi ¢etiri interpolacijske tocke, ili tri intervala, $to je za jedan vise u
odnosu na u odnosu na Simpsonovu 1/3 formulu (Slika ).

, Slika 4.34
f() f(b) Integracija tri intervala Simpsono-
f(a) vom 3/8 formulom

. h h Ky x

I ovdje je moguce podijeliti veliki interval na vise manjih i provesti integraciju po
dijelovima. Odnosno,

b X3 X6 Xn
I:/ f(x)dx%/ f(x)dx+/ f(x)dx+...+/ f(x)dx.
a X0 X3 Xn—3
Ostaje nam odrediti x;...x,_1. Podijelimo li interval na n jednakih dijelova Sirine

h=(b—a)/n, tadaje x1 = xo + h, x = x1 + h, ili x; = x;_1 + h. Za svaka tri segmenta
primijenimo Simpsonovu 3/8 formulu (4.99) i moZemo pisati:

= /abf(x)dx %%h(f(xo) +3f(x1) +3f(x2) + f(x3)) +
3 (F(xa) +3F(x0) + 3 x9) + Flx6)) + .
+ gh(f(xnfs) +3f(xn2) +3f(x1) + f(xn))

Preslozimo li ¢lanove iz gornjeg izraza, dobit ¢emo kona¢nu kompozitnu Simpso-
novu 3/8 formulu:

n-2 n—1 n—3
Imgh (f(x0)+3 Z f(xi)+3 Z fx)+2 E f(xi)+f(xn)> . (4.100)
i=14,7,.. i=2,58,... i=3,6,9,...

Ovdje vrijedi napomenuti da broj intervala n mora uvijek biti djeljiv s brojem 3.

Slika prikazuje kompozitnu integraciju domene podijeljene na devet intervala.
Integracija po dijelovima se provodi za svaka tri intervala zasebno (na slici oznaceni
razli¢itim nijansama sive boje).



444

186 Poglavije 4. Numericke metode

Slika 4.35

A
fx) Integracija viSe intervala Simpsono-

f(b)

vom 3/8 formulom

Greska Simpsonove 3/8 formule dana je izrazom:

E— Mf(‘l)(g)l

6480
iz ¢ega je vidljivo da je to¢nost u odnosu na Simpsonovu 1/3 formulu neznatno bolja
(konkretno 2,25 puta), ali zahtijeva jednu evaluaciju funkcije vise, dok je apsolutno
to¢na za polinome treceg stupnja, isto kao i Simpsonova 1/3 metoda. 1z tih razloga
Sira uporaba Simpsonove 3/8 formule nije opravdana.

1) Napomena

~ Vidjeli smo da Simpsonova 1/3 i 3/8 metoda zahtijevaju da podrugje integracije
bude podijeljeno na paran broj intervala odnosno na broj intervala djeljiv sa tri,
a da bi pokrile cijelo podrugje integracije. To naravno u praksi ne predstavlja
nikakvo realno ogranicenje, jer se broj intervala #n ionako odreduje automatski i
moZe se uvijek odrediti na na¢in da bude prilagoden metodi koja se koristi.

Rombergova integracija

Metoda kojom je moguce povecati to¢nost trapezne formule bez povecanja broja
intervala, postiZe se inteligentnom matemati¢ckom manipulacijom, koja spada u Siru
grupu tzv. Richardsonovih ekstrapolacija. Osnovna ideja je smanjiti greSku koristeci
vrijednost integrala za dva razli¢ita broja intervala.

Probajmo toc¢nije izra¢unati vrijednost integrala koriste¢i dobivene vrijednosti za
dva razlicita koraka, hy i hy. Sjetimo se da zbroj rezultata integracije trapeznom
formulom (4.92) i njene greske (4.94) daje to¢no rjeSenje, odnosno moZemo pisati:

I =Ir(h)+ E(h),
gdje je I to¢na vrijednost integrala, IT(h) vrijednost integrala dobivenog kompozitnom

trapeznom formulom $irine intervala h = (b —a)/n i E(h) njena pripadajuca greska.
Ako izra¢unamo integral sa dvije razlicite Sirine intervala, h; i hy, tada vrijedi

I(h) + E(h1) = I(h2) + E(h2). (4.101)
Gresku trapezne formule iz izraza (4.94) moZemo izraziti i preko veli¢ine koraka h:

b—a ,.,
E= —Thzf (),
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a kako je f” konstantna neovisno o veli¢ini koraka 4, onda vrijedi

E(h) M

E(hy) ~ W3

Prebacimo E(h;) na desnu stranu:

E(in) ~ E(z) (’,j)

i uvrstimo u izraz ( ), dobit éemo:

2
I(hy) + E(n) (Z;) ~ (1) + E(ho) (4.102)

Iz gornjeg izraza lako moZemo dobiti procjenu greske na temelju izrac¢una integrala

I(h) i I(h2)
[(h) — I(h2)

E(hy) =~ 1= (i /)2 (4.103)
Uvrstimo 1i E(hy) iz ( )u
I =1(hy) + E(h2),
dobili smo to¢niji izraz:
I~ 1(h) + (hl/h;zﬂ (I(h) — (1)) (4.104)
MozZe se pokazati da je greska izraza ( ) Cetvrtog reda (O(h*)), i to kombiniranjem

dvije metode niZe to¢nosti (O(h?)).

Ako odlu¢imo koristiti h, = hy /2 dobijemo vrlo prakti¢an specijalni slu¢aj metode,
u kojem prvo provodimo integraciju na izabranom nizu toc¢aka (tj. sa korakom hy),
a zatim ponovno na istom nizu, ali ovaj put uz preskakanje svake druge tocke (tj. s
duplo ve¢im korakom hy = 2hy). U tom slucaju se izraz ( ) pretvara u

I~ (k) + ﬁ (1) — (1)),

odnosno

I~ il1(112) - 1I(hl) (4.105)
3 3
Ova metoda je iznimno popularna, narocito u situacijama kada je evaluacija podinte-
gralne funkcije skupa, jer je dovoljno evaluirati funkciju samo na guséoj podjeli, nakon
¢ega koristimo iste to¢ke dvaput, za I(hy) i za I(hy).
Jednostavna Python implementacija Rombergove integracije dana je u program-
skom kodu

Python kod 4.12 Rombergova integracija
import numpy as np

def f(t):
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return np.sin(t)

def trapezna(h, y):
return h/2 x (y[0] + 2*xnp.sum(y[1:-1]) + y[-1])

a, b=1, 2

n = 20

h2 = (b -a) / n
hl =2 % h2

x = np.linspace(a, b, n+l)

y_gusta = f(x)

i_hl = trapezna(hl, y gusta[::2])
i_h2 = trapezna(h2, y_gusta)
integral = 4 / 3 * i_h2 - 1/3*i_hl

print(’Integral za h_1: ’, i_hl)

print(’Integral za h_2: ', i_h2)

print(’Romberg integral: ', integral)
print(’Tocan rezultat: ’, np.cos(l) - np.cos(2))

Gaussova integracija

Trapezna formula (4.91) se zasniva na izra¢unavanju povrsine trapeza koji spajaju
krajnje tocke integracijskog intervala. Kako pravac mora proci kroz krajnje tocke
intervala, takva evaluacija moZze rezultirati velikom greskom (Slika )-

Moguce je znatno poboljsati procjenu integrala ako umjesto krajnjih to¢aka intervala
pazljivo odaberemo toc¢ke unutar intervala i izra¢unamo povrsinu ispod krivulje (Slika
). Gaussova integracija je tek jedna od tehnika koje iskoriStavaju ovu strategiju.

y Y

N\

; b 7

a

b X

(a) Trapezna formula: povrsina ispod pravca koji (b) Gaussova integracija: povrsina ispod pravca koji

prolazi kroz krajnje tocke intervala

Slika 4.36 Ideja Gaussove integracije

Opc¢enito, Gaussove integracijske formule imaju oblik

prolazi kroz dvije pazljivo odabrane tocke unutar
intervala

(4.106)

gdje su w; teZinski koeficijenti, a tocke integracije x; nisu unaprijed poznate, ve¢ se

izra¢unavaju tako da greska takve formule bude najmanja.

Ako se ograni¢imo na integracijsku formulu sa dvije toc¢ke i postavimo granice

integriranja na intervalu [—1,1] (Slika ), tada izraz (

) postaje
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f(x) A Slika 4.37
f(x1) Gaussova integracija kroz dvije
/\ tocke, xg i xq
f(x0)
_Il X0 X1 1 x
1 1
I= [ ()~ () = wof (xo) +wif () @.107)
- i=0

Potrebno je odrediti ¢etiri nepoznanice, wy, xo, w1 i x1. Takoder, postavljamo uvjet
prema kojem Zelimo toan izrac¢un integrala na ve¢ spomenutom intervalu [—1,1] za
sliedece funkcije: f(x) =1, f(x) =x, f(x) =x%1i f(x) = 2.

Odnosno, potrebno je rijesiti sustav od Cetiri jednadzbe:

1
ZUQf(Xo) + wlf(xl) = /71 ldx =2
1

wo f(x0) + w1 f(x1) :/ xdx =0

-1

1 2
wof(x0) + w1 f(x1) = /_lxzdx =3
1
wof(x0) +wif(xq) = / dx =0 (4.108)
-1
RjeSenjem gurnjeg sustava ( ) se tada lako dobiju koeficijenti

wy=w, =1
1
V3
Sto rezultira kona¢nom Gaussovom integracijskom formulom kroz dvije tocke (Gauss
two point formula):

Xp= —X1 = —

1 1
[~ f(——=)+ f(—).
f= )+ F(5)
Evaluacijom funkcije unutar intervala smo time uspjeli posti¢i poboljSanje u to¢nosti.
Naime, Newton-Cotesove metode (trapezna, Simpsonova, itd.) su to¢ne samo za

polinome (n — 1) stupnja, a Gaussove formule su to¢ne za polinome stupnja (2n — 1).
Analiza greSke pokazuje da je

221+ (1)
(2n+1)((2n)

(4.109)

Ei=

!)sz”(x), x € [-1,1] (4.110)
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1) Napomena
Metode ovog tipa se mogu primijeniti samo u slu¢ajevima u kojima mozemo
izratunati vrijednost funkcije f(x) u bilo kojoj tocki, ¢ime su takve metode
neprimjenjive za tabli¢no zadane funkcije.

Zelimo li pak izratunati integral funkcije f(x) na intervalu [a,b], potrebno je
provesti preslikavanje iz zadanog intervala na kanonski interval [—1,1]):

b 1
| fwax= [ s@ac.
Upotrijebimo linearnu transformaciju:
x=co+ 1, (4.111)

gdje su koeficijenti ¢y i c; nepoznanice koje tek treba odrediti. Sre¢om, moZemo
iskoristiti sljedece ¢injenice:

mMzax=gq,(=-1i

mzax=b (=1

Uvrstimo li gore navedene uvjete u izraz ( ), dobit ¢emo sustav od dvije
jednadZzbe i dvije nepoznanice:

a=cq —|—C1(—1)
b=co+ci(1),

¢ijim rjeSavanjem napokon dobijamo koeficijente:

o b+a
)
b—a
= . 4112
C1 > ( )
Time izraz ( ) poprima konacan oblik
P ) z(b_”)g, (4.113)
iz Cega slijedi
dx =0 . “qc. (4.114)
Kona¢no, koristenjem izraza ( )i ( ) lako je moguce provesti supstituciju i

rijeSiti integral.
Kao i kod Newton-Cotesovih formula, povecanje to¢nosti moZe se posti¢i subdivi-
zijom osnovnog intervala integracije.

Primjer 4.1 Izra¢unati integral f(x) = 0.2 + 25x — 200x? + 675x% — 900x* + 400x° na
intervalu od [0,0.8]

Odredimo granice intervala: a = 0, b = 0.8 i uvrstimo u izraze ( )i ( )
¢ime dobijemo

x =04+ 047
dx =0.44C.
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Oba izraza sada moZemo uvrstiti u zadanu jednadZzbu:

0.8
I= / (0.2 4+ 25x — 200x% 4 675x> — 900x* 4 400x°)dx
0
1
2(0) = / (02+25(04+0.42) — 200(0.4 + 0.47)*+
—1
+675(0.4 4 0.47)> — 900(0.4 + 0.47)* +400(0.4 + 0.4g)5> 0.4dg

Na kraju nam ostaje samo izracunati integral:

1 1
I~8(—ﬁ) +8(%)

Isto rjeSenje se moZe postiéi i koristenjem SciPy funkcije fixed_quad, Sto je
prikazano u programskom kodu (4.13). n

~ 11.82257

Python kod 4.13 Integracija dvostrukog integrala trapeznom formulom
from scipy.integrate import fixed_quad

def f(t):
return 0.2 + 25 x t - 200 * t x*x 2 + 675 * t xx 3 - 900 x t *x 4 + 400 x t *x 5

a, b=20, 0.8
I_g, none = fixed_quad(f, a, b, n=2)

print('I_g: {}’.format(I_g))

4.4.6 Integracija tablicno zadane funkcije

U inZenjerskoj praksi je ¢esto potrebno izra¢unati odredeni integral gdje je funkcija
f(x) zadana kao niz diskretnih to¢aka (Slika s pocetka poglavlja). U tom slucaju
mozemo razlikovati dva razli¢ita scenarija: razmak izmedu susjednih to¢ke moze biti
jednolik ili nije moguce garantirati uniformnu udaljenost izmedu to¢aka. Formalnije,
moze vrijediti

B Ax =Ax1 =Axp = Axz = --- = Ax,, = const. ili

B Axy # Axy # Axz # -+ # Axy,.

U slucaju gdje razmak izmedu to¢aka nije uniforman, nije moguce koristiti Newton-
Cotesove formule u svom kompaktnom obliku (npr. izraz ), ve¢ u ponesto izmije-
njenom obliku. Trapezna formula bi tada poprimila oblik

1= /bf(x)dx o ar L) EF) | a fOa) Hfe) o ) 2 f ()

2 2 2

Analogno vrijedi za metode lijeve i desne tocke.
U slucaju gdje vrijedi Ax = const., moZemo upotrijebiti Newton-Cotesove formule,
gdje se moZe upotrijebiti trapezna formula (4.93), metoda lijeve (4.87) ili desne tocke

(4.88).
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Zelimo li pak povecati to¢nost izra¢unavanja integrala, moZemo koristiti Romber-

govu integraciju ( ), uz ogranicenje gdje broj intervala n mora biti paran broj.
Isto ogranicenje vrijedi i za Simpsonovu 1/3 formulu (4.96), dok za Simpsonovu 3/8
formulu ( ), broj intervala n mora biti djeljiv s tri.

Kombiniranjem kompozitne Simpsonove 1/3 formule i Simpsonove 3/8 formule
moguce je provesti numericku integraciju proizvoljnog broja intervala. Slika
prikazuje 12 uniformnno rasporedenih toc¢aka, ¢ime je definirano ukupno n = 11
intervala.

U slucaju parnog broja intervala, koristi se isklju¢ivo kompozitna 1/3 Simpsonova
formula. U suprotnom, zadnja tri intervala se integriraju Simpsonovom 3/8 formulom,
a ostali kompozitnom Simpsonovom 1/3 formulom.

y \ Slika 4.38
° Kombiniranje Simpsonove 1/3 i
3/8 formule za proizvoljan broj ta-
® O
. ® o1l bli¢no zadanih to¢aka
Yo o °
. *
¢ i
% kam}%om;tna formula E % formula

Xp X1 X2 X3 X4 X5 X¢ X7 Xg X9 X10 X11

Visestruki integrali

Evaluacija viSestrukih integrala

I:/'o-/Vf(xl,...,xk)dxl...dxk

se svodi na numeric¢ku evaluaciju svakog jednostrukog integrala zasebno. Zbog
jednostavnosti éemo razmatrati samo dvostruki integral (Slika )-

Slika 4.39
Funkcija  f(x,y) = 2jysinx +
2xcosy +30zax€[0,8]iye]0,6]

Napisemo li dvostruki integral

II/Cd/abﬂx,y)dxdy:/Cd </abf(x,y>dx> dy
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te razdijelimo 1i interval [c,d] na n, jednakih dijelova veli¢ine h, = (d —c)/n, i in-
terval [a,b] na n, jednakih dijelova veli¢ine h, = (b — a)/ny, imamo sve potrebno za
numeric¢ko izra¢unavanje volumena ispod plohe. Za svaku diskretiziranu y vrijed-

nost potrebno je numericki izra¢unati unutarnji integral fab f(x,y)dx. Tako dobivene
vrijednosti je tada potrebno integrirati duz y osi unutar ve¢ definiranih granica [c,d].

Rudimentarna Python implementacija rjeSava¢a dvostrukog integrala moze se
vidjeti u programskom kodu

Python kod 4.14 Integracija dvostrukog integrala trapeznom formulom
import numpy as np

def f(x, y):
return 2 x y * np.sin(x) + 2 *x x * np.cos(y) + 30

def trapezna(h, y):
return h/2 * (y[0] + 2*xnp.sum(y[1:-1]) + y[-1])

a, b=20, 8

c,d=20, 6

nx, ny = 50, 50

hx = (b-a)/nx

hy = (d-c)/ny

xd = np.linspace(a, b, nx+1)

<
Qo
Il

np.linspace(c, d, ny+l)
X, Y = np.meshgrid(xd, yd)
F=f(X,Y)

int_x = np.zeros_like(yd)

for i in range(yd.shape[0]):
int_x[i] = trapezna(hx, F[i])

int_y = trapezna(hy, int_x)

print(’Integral: ', int_y)
print(’Tocan rezultat: ', 4%(369+16*np.sin(6)-9*np.cos(8)))

Broj evaluacija funkcije viSestrukog integrala znacajno raste, odnosno, ako za svaku
dimenziju odaberemo diskretizaciju od 100 to¢aka, ukupni broj evaluacija funkcije
iznosi 100V, gdje je N broj dimenzija videstrukog integrala. U tom slucaju je potrebno
koristiti metode viSeg reda to¢nosti (npr. Simpsonove formule, Rombergova integracija),
a Cesto se pribjegava i drugim, naprednijim tehnikama (adaptivna ili Monte-Carlo
integracija).

Integriranje pomocu SciPy modula

SciPy modul nudi vise metoda za numeric¢ko integriranje u podmodulu
scipy.integrate. Ovdje su navedene samo neke od tih metoda i to u svom osnovnom
obliku, bez objasnjavanja dodatnih argumenata.

Implementirane su trapezna, Rombergova i Simpsonova 1/3 formula funkcijama
trapezoid, romb i simpson:

scipy.integrate.trapezoid(y, x)
scipy.integrate.romb(y, h)
scipy.integrate.simpson(y, x)
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gdje je v lista evaluiranih vrijednosti funkcije za zadane vrijednosti x, a h u Rombergo-
voj integraciji predstavlja korak integracije (Ax).

1) Napomena
Broj to¢aka u Rombergovoj integraciji mora biti n = 2 4 1, gdje je k prirodni broj.

Primjer koriStenja navedenih SciPy funkcija dan je u programskom kodu

Python kod 4.15 Integracija integrala funkcijama iz scipy.integrate podmodula

import numpy as np
from scipy.integrate import trapezoid, romb, simpson

def f(t):

return np.sin(t)

x, h = np.linspace(a, b, n, retstep=True)

y = f(x)

I_t = trapezoid(y, x)
Ir = romb(y, h)

I_s = simpson(y, x)
print('I_t: ’, I_t)
print('I_r: ', I_r)
print('I_s: ', I_s)

Uc¢inkovitiji numericki izra¢un odredenog integrala moguce je provesti upotrebom
adaptivne integracije pomocu funkcije quad:

Python kod 4.16 Integracija quad funkcijom

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def f(t):
return np.sin(t)

a, b=1, 2
I_q, err = quad(f,a, b)

print(f'I_q: {I_q}, err: {err}’)
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4.5 RjeSavanje sustava linearnih jednadzbi

Sinisa DruZeta
Jerko §kiﬁé

Prilikom rac¢unalnog modeliranja prirodnih procesa, tehnickih sustava i sl., ¢esto se
matematicki problem koji se rjeSava svodi na problem rjeSavanja velikog broja linearnih
jednadzbi.

Sustav linearnih jednadZzbi s jednakim broj jednadzbi i nepoznanica moZemo
zapisati ovako:

a11X1 + A12X2 + 413X3 + ... A1y Xn = by
f21X1 + A22X2 + A23X3 + ... A2nXn = by

a31X1 + azX2 + 433X3 + ... A3nXn = b3 (4.115)

Am X1 + AmpX2 + Ap3X3 + ... AunXn = by
ili krace, kao matri¢nu jednadzbu:
Ax=Db, (4.116)

gdje su matrica sustava A, vektor nepoznanica x i vektor desne strane (ili vektor
slobodnih ¢lanova) b zadani kako slijedi:

a1 a4 413 ... Ay X1 by
ay1 axp a3 ... Ay X2 by
A= as] a4z a3 ... asy |- X=1 x3 |~ b= by |- (4.117)
| An1 A2 On3 ... Opn | L Xn | L b” i

Podrazumijeva se da su matrica A i vektor b zadani, a vektor nepoznanica x je
nepoznat i treba ga odrediti. Pri tome treba napomenuti da linearni sustav jednadzbi
ne mora nuZno imati jedinstveno rjeSenje ili imati rjeSenje uopce. Ilustracija moguéih
slucajeva rjesivosti sustava s tri jednadZbe i tri nepoznanice dana je na Slici

Slaba uvjetovanost
Kod nekih sustava jednadZbi mala varijacija matrice sustava A moZe uzrokovati velike
promjene u rjeSenju x. Takvi sustavi jednadZbi zovu se slabo uvjetovani (ill conditioned)
sustavi.

Promotrimo jedan primjer. Sustav dvije jednadZbe sa dvije nepoznanice:

x1+2x, =10

(4.118)
1.1x1 +2x, =104

ima rezultat x = [4 3]T. Promijenimo li malo vrijednost prvog koeficijenta druge
jednadzbe, recimo sa a1 = 1.1 na dy; = 1.05, sustav se mijenja u:

x1 4+ 2x, =10

(4.119)
1.05x; + 2x = 104,
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C

Slika 4.40 Sustav od tri linearne jednadZzbe s tri nepoznanice prikazan ravninama u prostoru. Sustav ima
jedinstveno rijeSenje: tocka (A). Sustav ima beskonac¢no rijeSenja: pravac (B) ili ravnina (C). Sustav nema
rijeSenja: (D), (E) i (F).

a njegovo rjesenje postaje X = [8 1]"!

Kao suprotan primjer, uzmimo naizgled slican sustav:

—0.9x1 +2x, =10.2

(4.120)
1.1.‘)(1 + 2x2 = 14.2,
koji ima rjeSenje x = [2 6]T. Promijenimo li mu drugu jednadZbu na isti nacin
kao u prethodnom primjeru (a2; = 1.1 postaje dy; = 1.05), rjeSenje se mijenja u X =
[2.051 6.023]", sto svakako nije dramati¢na promjena.

U geometrijskom smislu slaba uvjetovanost znaci da su pravci prve i druge jed-
nadzbe skoro paralelni, pa i mala nesigurnost u koeficijentima sustava ili neto¢nost u
izra¢unu mozZe uzrokovati velike promjene u rezultatu, tj. izratunatom sjecistu, sto
kod dobro uvjetovanog sustava nije slucaj (Slika 4.41).

A A
X2 X2

-

1/

Slika 4.41 Grafi¢ki prikaz slabo uvjetovanog sustava (lijevo) i dobro uvjetovanog sustava (desno) dvije
jednadzbe s dvije nepoznanice
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1) Napomena

S obzirom da sustave linearnih jednadzbi rjeSavamo na rac¢unalu, nestabilnost
u koeficijentima sustava ne mora biti samo posljedica nesigurnosti u procijenje-
nim parametrima, nesavr$enog prikupljanja podataka ili greSaka u prethodnim
proracunima, vec¢ i greSke zaokruZivanja brojeva na ra¢unalu odnosno samog
ograni¢enja racunala u smislu to¢nosti zapisa decimalnih brojeva. Stoga nam
dobra uvjetovanost sustava daje dodatnu garanciju u ispravnost ra¢unalom dobi-
venog rjeSenja.

Slabo uvjetovane sustave moZemo prepoznati po tome to su gotovo singularni, tj.
det(A) = 0. No, bolja mjera za slabu uvjetovanost je tzv. kondicija matrice:

Cond(A) = [|A]|- [[A71]], (4.121)
gdje je

(4.122)

norma matrice. Sto je veé¢a kondicija matrice sustava, to je sustav slabije uvjetovan.

Drugi veliki problem kod racunalnih programa za rjeSavanje sustava linearnih
jednadzbi je memorija. U primjeni su vrlo ¢este matrice koeficijenata izuzetno velikih
dimenzija; npr. postupak koji izra¢unava jednu jednadzbu na kvadratnoj numerickoj
mreZi od samo 100 x 100 to¢aka podrazumijeva izra¢unavanje 100> = 10* jednadzbi,
§to daje matricu sustava 10* x 10* sa ukupno 108 elemenata! S druge strane, ve¢ina tih
koeficijenata je ¢esto jednaka nuli, odnosno takve matrice su rijetke (eng. sparse), pa
u tom slucaju nije racionalno zauzeti memoriju za sve ¢lanove sustava, ve¢ se pamte
samo elementi koji su razli¢iti od nule (i njihove pozicije). Stoga za rijetke matrice
postoje i posebni rjeSavaci, kao i programski alati za rad s njima, no njima se ovdje
ne¢emo baviti.

Gaussova eliminacija

Tipi¢ni nacin rjeSavanja sustava linearnih jednadZbi je upotrebom postupka koji se

zove Gaussova eliminacija. Njen cilj je pretvoriti postojeci sustav jednadZbi u drugi

sustav, kojem je matrica sustava gornje-trokutasta (i koji naravno daje isto rjesenje).
Drugim rije¢ima, provodimo transformaciju

Ax=b — A*x=b" (4.123)
gdje su
ay Ay 4y ... A, by
y Ay - Ay 2
AT = @ ...oay, | b= (4.124)
i ey ] L by |

Postupak Gaussove eliminacije provodi se unaprijed (od prve jednadzbe prema po-
sljednjoj) i moZemo ga za primjer pokazati na sustavu tri jednadZbe sa tri nepoznanice:
a11X1 + a1pX2 + a13x3 = by
A21X1 + a2Xy + a3x3 = by (4.125)
az1x1 + azxy + 433Xz = bs
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Prvu jednadZbu pomnoZimo multiplikatorom my; = as1/a11 (koeficijent na glavnoj
dijagonali a11 se naziva pivot koeficijentom) ¢ime se dobiva:

a2 a1 a1
ax1x1 + ——apxz + ——a;3xz = —by, (4.126)
an a1 a1
nakon cega je oduzmemo od druge jednadZbe:

a a a
(a1 — a21)x1 + (a2 — —2a12)x2 + (a23 — —2a13)x3 = by — =+ by (4.127)
a1 a1 a1

¢ime druga jednadzba sad efektivno poprima novi oblik, u kojemu je prva nepoznanica
eliminirana. Time dobijemo sustav koji izgleda ovako:
a11x1 + a1px2 + d13x3 = by
QQZXQ + El/23X3 = b/z (4.128)
a31X1 + azXy + az3xz = bs,

gdje je:
r a1
yp = a2 — —A12,
a1
r a1
A3 = a3 — —— 13, (4.129)
a1l

az1
bh=by — —=by.
a11

Ovaj postupak ponavljamo i na trec¢oj jednadzbi odnosno prvu jednadZbu sada pom-
nozimo s az; /a1 i oduzmemo je od treée jednadzbe, ¢ime dobijemo sustav:
a11%1 + a12x2 + a13x3 = by
ahyXy + ah3x3 = b (4.130)
a%yxy + ahyx3 = b5,

gdje je:
dy = azp — Zay,, (4.131)
an
ﬂé3 = a33 — aﬂaly,, (4132)
a1
by = by — 2Lp;. (4.133)
an

U drugom koraku postupka uzmemo drugu jednadZbu, pomnozimo je s a},/a, i
oduzmemo je od trec¢e jednadZbe, ¢ime provodimo transformaciju trec¢e jednadzbe i
dobijemo sustav:

a11X1 + appxy + a;zxz = by
ﬂlzz.xz + 0/23X3 = blz (4.134)

" "
a33x3 - b3,

gdje je:
ay = ahs — a/ﬁa’ (4.135)
33 =33 = 723 .
22
a/
by = b} — a,ﬁbg. (4.136)

22
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Ovakav postupak promjene 4;; i b; zove se eliminacija unaprijed i oplenito se moze
zapisati na sljede¢i nacin:

(k—1)
(k) _ (k=1) _ @ik (k=1) . L
a;’ = a;; ) Koo i=k+1,...,n, j=k+1,...,n,
kk
k—
b(k) _ b(k*U afk ! b(kil) i=k—+1
. =Db; BN i=k+1,...,n, (4.137)
Ak
gdje je n broj redaka matrice, a korak k =1,2,...,n — 1. Element a,(ci_l) iz gornjeg izraza
(k-1)
( ) naziva se pivot koeficijentoma, a kvocijenti m;, = % nazivaju se multiplikato-

. kk
rima.

Na ovaj nacin u kona¢nici dobijemo gornje-trokutastu matricu sustava A*. Uz
kori$tenje zapisa [A |b], cijeli postupak moZe se zapisati ovako:

ann ap a3z | b

[A|b]=| 4y, ay ay | b, | potetniizgled sustava (4.138)
az1 azx 4z | bs

apy app a3 | b

[A'[b] =1 o d)y, daj, | b, | nakon 1. koraka (4.139)
0 azp az | b
e s b1 nakon 2. koraka

" " _ . * * . 7
(A"ID]= | 0 ap ay | by | = [AT[b]] tj. na kraju postupka

0 0 af | b
(4.140)

Dakle, opéenito govoreci, u Gaussovoj eliminaciji se prvu jednadZzbu koristi za
eliminaciju prve nepoznanice iz druge i svih niZih jednadZbi, drugu jednadzbu se
zatim koristi za eliminaciju druge nepoznanice iz trece i svih nizih jednadzbi i tako
dalje, sve do predposljednje jednadzbe koju se koristi za eliminaciju predposljednje
nepoznanice iz posljednje jednadZbe. Ovakvim postupkom dobijemo gornje-trokutastu
matricu, na kojoj je lako provesti postupak rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi.

Sam postupak dobivanja rjeSenja zove se supstitucija i provodi se unatrag, od
posljednje jednadzbe prema prvoj. Naime, posto je matrica sustava nakon provedene
eliminacije sada gornje-trokutasta:

apn 4ap 413 by
/ / /

/! /!

33 b;

posljednja jednadZba je zapravo trivijalna jednadzba s jednom nepoznanicom (x3) i
kao takvu mozemo je direktno rijesiti:

x3 = by /a%s. (4.142)
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RjeSenje x3 dobiveno iz tre¢e jednadZbe mozemo uvrstiti (supstituirati) u drugu jed-
nadzbu, ¢ime nam druga jednadZba postaje jednadZba s jednom nepoznanicom (x»),
pa mozemo rijesiti i nju:

xp = (b — ahsx3) / dhy. (4.143)

Kona¢no, sada moZzemo x; i x3 uvrstiti u prvu jednadZbu da dobijemo i posljednje
rjeSenje x1:

x1 = (by — a1px2 — a13x3)/an. (4.144)
Opcenito postupak supstitucije moZemo zapisati ovako:

b}gn*l)
Ann
i1 " i1
b - az(j 'x;
(i-1)
11

X; = zai=n—1,n-2,..., 1 (4.146)

a

Da rezimiramo, metoda Gaussove eliminacije sastoji se od dviju faza: eliminacije
unaprijed i supstitucije unatrag.

Programska implementacija Gaussove eliminacije za rjeSavanje sustava linearnih
jednadzbi koji je definiran u vanjskim tekstualnim datotekama dana je u nastavku
(Python kod )

Python kod 4.17 Gaussova eliminacija

format ulaznih datoteka:

A.txt:

all al2 al3 ... aln
a2l a22 a23 ... a2n
anl an2 an3 ... ann

B.txt:
bl
b2
bn

import numpy as np

A = np.loadtxt('A.txt")
B = np.loadtxt('B.txt")

n = np.size(B)

for k in range(n-1):
for i in range(k+1l, n):
faktor = A[i, k] / A[k, K]
for j in range(k+1l, n):
Ali, j] = A[i, j] - faktorsA[k, j]
B[i] = B[i] - faktorxB[k]

X = np.empty(np.shape(B))
for i in range(n-1, -1, -1):
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suma = 0
for j in range(i+l, n):

suma = suma + A[i, jI=X[j]
X[i] = (B[i]-suma) / A[i, i]

print(X)

Gaussova eliminacija u svom osnovnom (gore objasnjenom) obliku lako moZe naici
na jedan problem. Naime, nije nista neobi¢no ako se desi da je pivot element matrice
sustava (tj. element na glavnoj dijagonali) jednak nuli, na primjer:

2xy +3x3 =8
4x1 4+ 6x0 + 7x3 = -3 (4.147)
2x1 + xp + 6x3 =5.

U ovom sustavu prvi pivot koeficijent a1; jednak je nuli i kako u postupku eliminacije
prvu jednadZbu mnoZimo s a1 /411 imamo problem djeljenja s nulom koje nije moguce
provesti! Postupak Gaussove eliminacije uopce ne predvida ovakvu moguénost nego
"naivno" o¢ekuje da ni jedan element glavne dijagonale nece biti jednak nuli, zbog
¢ega je nazivamo jos i naivna Gaussova eliminacija.

Rjesenje za to predstavlja postupak pivotiranja u kojem se provodi zamjena redaka
matrica A i b (tj. promjena redoslijeda jednadZbi) ili pak zamjena i redaka i stupaca
matrice A (tj. promjena redoslijeda jednadzbi i redoslijeda nepoznanica). U prvom
slucaju govorimo o djelomi¢nom pivotiranju, a u drugom o potpunom pivotiranju.
Kod potpunog pivotiranja potrebno je jo$ i pamtiti vezu izmedu izvornog redoslijeda
nepoznanica i redoslijeda stupaca nakon pivotiranja.

LU dekompozicija

Kao $to smo vidjeli kod Gaussove metode, transformacija matrice sustava u trokutastu
matricu omogucuje jednostavno rjeSavanje sustava supstitucijom. Pri tome matrica
moZe biti i gornje-trokutasta i donje-trokutasta; u prvom slucaju rjeSavamo sustav
supstitucijom unatrag, a u drugom supstitucijom unaprijed.

Ovo svojstvo trokutastih matrica sustava koristi postupak LU dekompozicije, koji
rjeSavanje linearnog sustava svodi na rjeSavanje sustava sa trokutastim matricama. Pri
tome se provodi postupak eliminacije samo na matrici sustava, §to je posebno pogodno
ako imamo slucaj u kojem se mijenja vektor desne strane, dok matrica sustava ostaje
ista (konstantna), $to nije rijetkost u primjeni. Nacelno, LU dekompozicija se moze
promatrati kao oblik Gaussove eliminacije, Sto ¢emo pokazati u nastavku.

RijeSimo jednostavan sustav od tri linearne jednadZbe koriste¢i Gaussovu elimina-
ciju:
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€1 2x1 —2x7 +3x3 =1
€r: 6x1 —7x7 +14x3 =5
€3: 4xq —8xp +30x3 =14
€] =e€: 2x1 —2x7 +3x3 =1
€h=¢€r—3ey: —X +5x3 =2
€h=€3 — 2¢y : —4xy +24x3 =12
el =€l : 2x1 —2x +3x3 =1
6/2/ = €é : —X2 +5x3 =2
€y =€ — 4¢) +4x3 =4
Supstitucija X3 =1
unatrag : —Xp +5 =2=x=3
2x1 —6 +3 =1=x=2

Napisimo gornji sustav jednadzbi u matri¢cnom obliku:

2 -2 3 x1 1
6 -7 14| |x]|=1]5 (4.148)
4 -8 30/ \x3 14
\—/_/\V_/ \_VJ
A X b

Prvi korak eliminacije unaprijed podrazumijeva oduzimanje prve jednadzbe pom-
noZene multiplikatorom a1 /all = 6/2 = 3 od druge jednadZbe. Ovaj korak se moZe
zapisati kao umnozak matrica Ep; i A:

1 00\ (2 —2 3 2 -2 3
-3 10||l6 -7 14]=]0 -1 5 |- (4.149)
0 01/ \4 —8 30 4 -8 30

Ep A ExnA

Ako nastavimo s procesom eliminacije, dobit ¢emo sljedece relacije:

1 00\ (2 —2 3 2 -2 3
0 10fl0 -1 5[=|0o -1 5|, (4.150)
-2 0 1/ \4 -8 30 0 —4 24
E3; Ex A E31Ex A
i
1 0 0\ (2 -2 3 2 -2 3
0 1 o|l]o -1 5|=|0 -1 5]- (4.151)
—4 1) \0 —4 24 0 0 4

Ej E; EnA E3E3 By A=U
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Ovdje je matrica U gornje trokutasta i odgovara gornje trokutastoj matrici dobivenoj
eliminacijom unaprijed. Takoder. moZemo primijetiti da matrice Ej;, E3; i E32 sadrze
negativne multiplikatore Gaussove eliminacije unaprijed.

Moguce je rekonstruirati matricu A pomocu matrica Eyj, E31, Ez2 i U.

E3Ez1ExA=U
A =E;'E;/'E;;U
A=LU (4.152)

Inverzi matrica Ej su jedini¢ne matrice koje dodatno sadrze multiplikator u retku i
i stupcu k, odnosno:

10 0\(1 00 10 0
=131 0]]010]]l010|=]|310]|- (4.153)
001/ \20 1/ \0 4 1 2 4 1

Zaklju¢no, matricu A mozemo zapisati kao produkt dviju matrica, donje-trokutaste
L i gornje-trokutastu U, ili,

A=LU. (4.154)

Ovdje su koeficijenti gornje trokutaste matrice U jednaki kona¢nom obliku nakon
Gaussove metode eliminacije unaprijed, a koeficijenti donje trokutaste matrice L na
glavnoj dijagonali se sastoje od jedinica (/;; = 1) i multiplikatora

(k—1)
I = ik 4.155)
ik — (k—l)’ ( .
T
upotrijebljenim u izrazu ( )-

LU dekompozicija se provodi ¢esto upotrebljavanim Doolittleovim algoritmom, ¢iji
postupak ¢emo pokazati na primjeru matrice sustava 3 x 3:

a1 a2 413

A= (4.156)

az1 Az a3

az1 adsz ass

Na ovoj matrici sada provodimo postupak Gaussove eliminacije:

B Pomnoziti prvi red matrice s I = % i oduzeti od drugog reda matrice da se
eliminira a,1,

B PomnoZiti prvi red matrice s I3 = % i oduzeti od treceg reda matrice da se
eliminira asq,

!
Vegs ofe . . . . a . . 2
B Pomnoziti modificirani drugi red matrice s I3 = -* i oduzeti od treceg reda
22
matrice da se eliminira a%,.
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Time smo dobili matricu koja je gornje-trokutasta i koju ¢emo nazvati U:

a1 a2 413

U — 0 a/ZZ a’23 y (4.157)
0 0 af
dok ¢emo izrac¢unate koeficijente I sloziti u donje-trokutastu matricu L:
1 0 0
L=|1,, 1 0], (4.158)
1 I 1

s time da smo joj na glavnoj dijagonali stavili jedinice.

1) Napomena
Na rac¢unalu je uvijek korisno Stedjeti memoriju, pa se tako i matrice L i U mogu
kompaktno zapisati u jednoj matrici:

a1 d12 413
A= / /
I ay ay

!
39 Iy aj

Naivna implementacija ovog postupka na primjeru matrice 3 X 3 prikazana je u
nastavku (Python kod )-

Python kod 4.18 LU dekompozicija
import numpy as np

A = np.array([[2, -1, -2],
[-4, 6, 3],
[-4, -2, 8]])
n = np.shape(A)[0]

L, U = np.eye(np.shape(A)[0]), np.zeros_like(A)

for i in range(n):
for k in range(i, n):
sum = 0;
for j in range(i):
sum += (L[i, j1 * U[j, kl);
U[i][k] = A[i]l[k] - sum;
for k in range(i, n):
if it=k:
sum = 0;
for j in range(i):
sum += (L[k, j1 * U[j, il);
L[k, i] = (A[k, 1] - sum) / U[i, i];

print(’'L:\n’, L)
print(’U:\n’, U)
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Ako za potrebe rjeSavanja sustava Ax = b moZemo kreirati donje-trokutastu matricu
L i gornje-trokutastu matricu U za koje vrijedi A = LU, npr.:

1 00 Ui Uiy Uiz a1 a2 413

In 1 0 0 wuxp ux Ay axp ax | (4.159)

I I 1 0 0 us Az a3z 433
onda vrijede sljedece relacije:

Ax = (LU)x = L(Ux) =b. (4.160)

Uvedemo li supstituciju Ux = d, onda vrijedi Ld = b. Odnosno,

1 0 0 di by

I,y 1 0 d | = | b (4.161)

lsg I 1 ds bs

Ovdje lako rijeSimo nepoznati vektor d supstitucijom unaprijed. Kona¢no moZemo
rije$iti izvorni sustav Ux = d supstitucijom unatrag, ili

Uil U U3 X1 dq
0 ux ux xo | = | da (4.162)
0 0 uss X3 ds

Postavlja se pitanje zasto je bolje rijeSavati dva sustava jednadzbi (Ld =b i Ux = d)
umjesto jednog (inicijalni sustav Ax = b). Naime, osim $to se ovim postupkom
omogucéuje proizvoljno mjenjanje vektora desne strane b bez utjecaja na matrice L i
U, sustave Ld = b i Ux = d se lako (u¢inkovito) moZe rjeSavati jer su matrice L i U
trokutaste matrice, $to znaci da ih rjeSavamo obi¢nom supstitucijom. (S obzirom da je
L donje-trokutasta, sustav Ld = b rjeSavamo supstitucijom unaprijed; analogno, sustav
Ux = d rjeSavamo supstitucijom unatrag.)

Da rezimiramo, postupak rjeSavanja sustava jednadzbi LU dekompozicijom provodi
se u tri koraka:

(1) LU dekompozicija matrice sustava, tj. dobivanje matrica L i U iz matrice A,
(2) Rjesavanje sustava Ld = b supstitucijom unaprijed, ¢ime dobijemo vektor d,

(3) Rjesavanje sustava Ux = d supstitucijom unatrag, ¢ime dobijemo kona¢ni vektor
rjeSenja x.

Iterativhe metode

Za razliku od pristupa metoda Gaussove eliminacije i LU dekompozicije koje u nacelu
daju egzaktno rjeSenje (tj. savrSeno tocno rjeSenje, ako zanemarimo to¢nost zapisa
decimalnih brojeva na racunalu), problemu rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi
moZemo pristupiti i na na¢in da pokusamo doé¢i do nekih priblizZnih rjeSenja.
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Svaku pojedinu jednadZbu linearnog sustava

a11X1 + A12X2 + a13X3 + ... + A1,%, = by
A21X1 + A0Xy + axxz + ...+ X, = by
az1x1 + azXz + a33x3 + ... + azp Xy = bs (4.163)

A1 X1 4 Ap2X2 + Ap3X3 + ...+ AppXy = by,

moZemo iskoristiti da eksplicitno izrazimo po jednu nepoznanicu:

_ bl — (61129(2 +apzxs+...+ alnxn)

X1
an
Xy — by — (ay1x1 + ax3x3 + ... + az,xy)
az
X3 — by — (az1x1 + azaxp + azaxq + ... + az,xy) (4.164)
as3
X, = bn - (anl-xl +apxy + ...+ an—l,nxn—l)

ann
odnosno opéenito:
n
bi— Y aijx;
g '
X = ]a—’* i=1,2,...n (4.165)
ii

Sada jednostavno u ove eksplicitne jednadzbe ubacimo neka pocetna pretpostav-
ljena rjeSenja, npr.

TN NI (4166

ili, jos bolje, neka druga, realnim problemom uvjetovana pretpostavljena rjeSenja

ay

Xy, Xy, (u inZenjerstvu uvijek imamo barem nekakve grube pretpostavke o

(2)

ocekivanim rjeSenjima), ¢cime ¢emo dobiti nova rjeSenja x; ,xéZ) ,...,x,(qz). Ova nova
rjeSenja bi, opéenito govoredi, trebala biti to¢nija od pocetnih Sto znaci da bi kroz
nekoliko ciklusa (iteracija) ovog postupka mogli do¢i do rjeSenja zadovoljavajuce
tocnosti.

Ovakav postupak, gdje se u svakom (k-tom) koraku za izra¢un novih vrijednosti

(k)

x;”’ uvrstavaju aproksimacije nepoznanica iz prethodnog (k — 1) koraka, ;.

n
k—
bi—‘ Z ‘az-]'x]( 1)
K = ’:l’]:’ i=1,2,...n (4.167)
ii

zove se Jacobijeva metoda.

(k)

Nesto racionalnije bi bilo u svakom koraku izracuna x;’ uvrstavati nove aproksi-

. . L , k k
macije za nepoznanice vec izratunate u teku¢em koraku (xg ), .. .,xl(_)l), a stare aprok-

(k=1) L U=1)

simacije samo za one nepoznanice do kojih postupak jos nije stigao x;\ ; ..., Xy
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odnosno

k+1) (k+1) (k) (k)
bi—ailx( — ... —aji1X; — ;i1 1X; 1 — .. — AipnXy
'xl = d 1 J i—1 J i+1 d l — 1,2,. . .,Tl.

aij
(4.168)

Ova varijanta postupka zove se Gauss-Seidelova metoda i rezultira brzom konvergen-
cijom.

Proces iterativnog priblizavanja rjeSenju zaustavljamo u trenutku kada se rjeSenja
stabiliziraju na Zeljenu to¢nost, npr. kada relativna razlika aproksimacije rjeSenja iz
posljednje dvije iteracije postane zanemarivo mala:

MO xi(k—l)

<e i=1,2,...,m, (4.169)

gdje je e dopusteno relativno odstupanje u rezultatu koje smatramo zanemarivim.

Python kod prikazuje programsku implementaciju ovih iterativnih metoda
za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi koji je definiran u vanjskim tekstualnim
datotekama.

Python kod 4.19 Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda

format ulaznih datoteka:

A.txt:

all al2 al3 ... aln
a2l a22 a23 ... a2n
anl an2 an3 ... ann

B.txt:
bl
b2
bn

import numpy as np

A = np.loadtxt(’'A.txt")
B = np.loadtxt('B.txt")

=
]

np.size(B)

X = np.zeros(np.shape(B))
Xpr = np.zeros(np.shape(B))

maxit = 100
eps = 0.001
it=20

err = eps + 1
while err > eps and it < maxit:

it += 1
for i in range(n):
suma = 0.0

for j in range(n):
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if j 1= i:
suma = suma + A[i, j] * Xpr[j]

X[i] = (B[i] - suma) / A[i, il
err = np.average(np.abs((X - Xpr) / X))
Xpr = np.copy(X)

print(it)
print(X)

print(np.linalg.solve(A, B))

Prirodno se postavlja pitanje ima li ikakvih garancija za konvergenciju ovih metoda,
tj. da li smo uopcée sigurni da éemo na ovaj nacin doé¢i do rjeSenja. Naime, moZe se
pokazati da je konvergencija sigurna, ali samo za sustave za koje vrijedi:

n
aii] > Y agjl, i=1,2,...,n. (4.170)
j=Ti#j

Takve sustave zovemo dijagonalno dominantnima, jer imaju elemente na glavnoj dija-
gonali vece od svih ostalih elemenata u datom redu zajedno (po apsolutnoj vrijednosti).

Sustavi koji proizlaze iz inZenjerskih problema su ponekad dijagonalno dominantni,
Sto iteracijske metode ¢ini posebno pogodnima za takve probleme. Kod nekih drugih
sustava, dijagonalna se dominantnost moZe posti¢i pivotiranjem. No, ponekad nemamo
tako jednostavno rjeSenje za problem nedovoljno dobre konvergencije iterativnih
metoda.

Ako se desi da iterativna metoda proizvodi aproksimacije koje jako osciliraju oko
tocnog rjeSenja, ili ako metoda presporo konvergira prema to¢nom rjeSenju, moZemo
na kraju svakog koraka metode provesti jos i kombiniranje rezultata dobivenih u dva
posljednja koraka:

Y | | (4.171)

i i i
gdje je JZZ.(k) rjeSenje iz zadnjeg koraka dobiveno osnovnim postupkom iterativnog
rjeSavaca. Ova procedura zove se relaksacija, gdje parametar A predstavlja teZinski
faktor kojim upravljamo procesom konvergencije na sljede¢i nacin:

B A € (0,1) podrelaksacija — smanjuje se utjecaj nove aproksimacije (koristi se ako
rjeSenja osciliraju).

B A € (1,2) nadrelaksacija — povecava se utjecaj nove aproksimacije (koristi se ako
metoda presporo konvergira).
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Fourierova analiza

Stefan Ivi¢

Fourierova analiza je naziv za tehnike kojima se vremensku funkciju f(t) (Eesto
nazivana signal) rastavlja na jednostavne periodicke funckije razli¢itih frekvencija koje
kumulativno ¢ine izvorni signal. KoriStenjem uobicajene terminologije moZze se rec¢i da
se funkciju vremenske domene pretvara u funkciju spektralne domene.

U nastavku su dane neke matematicke definicije koje se koriste u daljem tekstu
ovog poglavlja.

Periodi¢nost

Funkcija y(f) je periodi¢na, s periodom T, ako postoji broj T > 0 tako da je

y(t+T) =y(t)

za svaki t. Najmanji period Ty za koji vrijedi uvjet periodi¢nosti naziva se temeljni
period funkcije y, a svaki njegov visekratnik T = nTj je period funkcije y (Slika ):

y(t+nTy) =y(t), n=+1,42,£3...

Recipro¢na vrijednost perioda funkcije naziva se frekvencija:

f=

==

a frekvencija koja odgovara temeljenom periodu Tj naziva se temeljna frekvencija fo.

Slika 4.42

A =2.
y T=2-To Periodi¢na funkcija

Ty

A

Parne i neparne funkcije

Funkcija y(f) naziva se parnom funkcijom ukoliko vrijedi

y(—t) =y(t).

Za neparnu funkciju y(t) vrijedi

Graf parne funkcije je osno simetri¢an s obzirom na os ordinate dok je graf neparne
funkcije centralno simetri¢an s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.
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Eulerova formula
Eulerova formula postavlja vezu izmedu trigonometrijskih funckija i kompleksnih
brojeva tj. preciznije kompleksne eksponencijalne funckije. Za realnu varijablu x vrijedi

¥ = cosx + isinx

gdje je i imaginarna jedinica. Iz Eulerove formule, lako je pokazati da vrijedi:
e + e =2cosx

odnosno

) ix —ix
cosx = Re <e”‘) = %

Analogno, sinus funkcija se moze zapisati kao
plx _ p—ix

. —1 < ix) — ‘
simmx mie T

gdje Re(z) predstavlja relani dio a Im(z) imaginarni dio nekog kompleksnog broja z.

Fourierov red

Razmotrimo funkciju y(7) koja je periodi¢na sa periodom T. Skaliranjem varijable T
moZemo mijanjati period funkcije. Ukoliko definiramo nezavisnu varijablu ¢t = ZT”T,

funkcija y(t) je tada periodi¢na sa periodom 27t:

y(t+2m) = y(t).

Ovakvu manipulaciju moZemo napraviti sa bilo kojom periodickom funkcijom, a posto
je funkcija periodi¢na sa periodom 27t dovoljno je promatrati funkciju na intervalu
[—7t, 7] ili na nekom drugom intervalu duljine 27t.

Proizvoljnu perioditku funkciju y(t) na intervalu [—7, 1] moZzemo zamijeniti be-
skonaénom sumom sinus i kosinus funkcija

1 & o
y(t) = 50+ n;lan cos(nt) + n;bn sin(nt)

koju nazivamo Fourierovim redom. Koeficijenti a, i b, su konstante koje nazivamo
Fourierovim koeficijentima a definirani kao

w0 — i/jrf(t)dt

1 T
a, = ;Lnf(t)cos(nt)dt
by — % /Zf(t)sin(nt)dt.

1) Napomena
Ukoliko je podintegralna funkcija neparna a granice integracije su simetricne,
odredeni integral je jednak nuli. Dodatno, umnozak parne i neparne funkcije je
neparna funckija. S obzirom na navedeno, ukoliko je y(t) parna funkcija, tada
je y(t)sin(nt) neparna funkcija pa je b, = 0 za svaki n. Analogno, za neparane
funkcije y(t), y(t) cos(nt) je neparna funkcija, pa vrijedi da je a, = 0 za svaki n.
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Razvoj periodi¢ne funkcije u Fourierov red mogu¢ je i za kompleksne funkcije
y :R — C. Tada, koriste¢i Eulerovu formulu, dolazimo da elegantnog i kompaktnog
zapisa Fourierovog reda:

y(t): JFZO:O Anein(Zrcfg)t

nN=—oo

gdje je fo temeljna frekvencija funkcije y, a Fourierovi koeficijenti A, su kompleksni
brojevi.

1) Napomena
Razvojem relane funkcije y : R — C u kompleksni Fourierov red, dobivaju se
kompleksni keoficijenti A,. Medutim, vrijedi da je

A= A",

gdje * oznacava kompleksno konjugirani par. Zbog navedenog se u sumi reda
imaginarni dijelovi Fourierovih koeficijenata A, i A_, medusobno ponistavaju te
ostaje samo realni dio pa je i rekonstruirana funkcijska vrijednost realana.

Fourierova transformacija

Razvoj periodicke funkcije u Fourierov red definiran je diskretnom sumom kompleks-
nih eksponencijalnih funkcija. Fourierova transformacija omogucuje nam spektralnu
reprezentaciju opcenitih (ne nuzno periodickih) funkcija pomo¢u kontinuirane super-
pozicije (integrala) kompleksnih eksponencijalnih funkcija. Fourierovu transformaciju
se moZze sagledavati kao limes Fourierov niz kod kojih se neperiodi¢ke funkcije razma-
traju kao funkcije sa periodom T — co. Shodno tome, razmak izmedu dviju susjednih
temeljnih frekvencija

(n+1)fo —nfo=fo= 5 = df

pa suma u definiciji Fourierovog reda postaje integral a granice integracije kod izraza
za koeficijente se mijenja sa intervala perioda [—7, 77| na [—o0,00].

—00 —00

y(t) = /+oo [/Jroox(r)eﬁ”ffdr e taf

Fourierova transformacija kompleksne (ili samo realne) integrabilne funckije y :
R — C definirana je kao

[ee]

i) = [ e ar
gdje t predstavlja vrijeme a f frekvenciju. Funkcija 7(f) je Fourierova transformacija
funkcije y(t) te predstavlja amplitude baznih funkcija u ovisnosti o frekvenciji f.

Funckija y(t) se moZze rekonstruirati iz §(f) pomoc¢u inverzne Fourierove transfor-
macije:

v = [ 9(near.
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Diskretna Fourierova transformacija

U prakti¢noj primjeni rijede se analiziraju poznate analiticke funckije, ve¢ dolazi do
potrebe za analiziranje signala dobivenomg mjerenjima ili simulacijama koji dolazi u
obliku diskretnih podataka. Za skup podataka (x;,y;),j=0,...,n — 1 uz uniformno dis-
kretiziranu domenu x; = j - Ax, diskretnu Fourierovu transformaciju (DFT) mozemo
definirati na sljede¢i nacin:

n—1 )
Ap= Y yje #hen, k=0,1,...,.n—1 (4.172)
j=0
Inverzna diskretna Fourierova transformacija (IDFT) omogucuje rekonstrukciju
signala iz poznatih Fourierovih koeficijenata A:

n—1 )
yi= Y Agel e, j=01,...,.n—1.
k=0

1) Napomena

= Nyquistov teorem uzorkovanja kaze da frekvencija uzorkovanje signala mora
biti barem dvostruko vec¢a od najviSe frekvencije toga signala. Uz ovaj limit
moguca je tocna detekcija prisutnih frekvencija (DFT) te to¢na rekonstrukcija
signala (IDFT). Ovako definirana minimalna potrebna frekvencija uzorkovanja
naziva se Nyquistovom frekvencijom.

Brza Fourierova transformacija

Brza Fourierova transformacija (eng. Fast Fourier transform ili FFT) je numericki
algoritam za ucinkovito izvodenje diskretne Fourierove transformacije. Za razliku od
izraza ( ) za diskretnu Fourierovu transformaciju, koji zahtjeva red veli¢ine n?
operacija, FFT omogucuje dobivanje istih rezultata uz red veli¢ine nlog, n racunalnih
operacija.

(1965)

Numpy FFT modul

Numpy sadrzi modul numpy.fft koji nudi funkcije i FFT algoritme za diskretnu
Fourierovu transformaciju (DFT). Navedeni modul omogucuje rad s kompleksnom vre-
menskom domenom i kompleksnom frekvnecijskom domenom, pri ¢emu je diskretna
Fourierova transformacija diskretnog signala (vo,y1,...,y» — 1) definirana kao:

n—1
_ ,—2mijk/n _ .
A=Y yje k=0,...,n—1.
j=0
Inverzna Fourierova transformacija definirana je preko
1 n—1 .
yi=— Ay e?mik/n m=0,...,n—1.
=

Za skup realnih ulaznih podataka y,, € R,m =0,...,n, dostupna je funkcija rfft
koja izra¢unava (kompleksne) Fourierove koeficijente Ay a ¢ija je sintaksa:
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numpy . fft.rfft(y, m=None)

gdje je y polje (1D numpy.ndarray) ulaznog signala a n je broj Zeljenih Fourierovih
koeficijenata Ax,k =0,...,m —1. Ako m nije zadan, onda se koriti m = n, dok se za
zadani m manji od n, rfft vraca "odrezani" vektor Fourierovih koeficijenata a za m
veli od n koeficijenti A,, Ay11,...,Amn—1 se postavljaju na nulu.

Ako ulazne podatke promatramo kao vremensko-prostorni signal y; = y(t;) zadan
poljima y i t (pri emujen = y.size())na kojima je provedena diskretna Fourierova
transformacija A = np.fft.rfft(y), tada vektor np.abs(A)/n predstavlja spektar
amplituda, dok np.angle(A) predstavlja fazni spektar.

Kako bi potpuno analizirali signal u frekventnom prostoru, uz amplitude i pomake
faze dobivene sa rfft, potrebno je odrediti i pripadajuce frekvnecije. Iako se frekvencije
jednostavno mogu raéunati pomoéu jednostavnog izraza f; = 1=~ (gdjeje i =0,1,..., %
za parni n, a i = O,l,...,”T*1 za neparni n) u numpy.fft modulu postoji pomoéna
funkcija koja rac¢una frekvencije za dobivene spektre amplituda i faza:

numpy.fft.rfftfreq(n, d=1.0)

gdje je n duljina ulaznog signala (n = y.size()) a d je korak uzorkovanja (d = t[1]
- t[el).

U primjeru Python koda izvorni signal sastavljan od konstante, 2 kosinusna
signala s razli¢itim amplitudama i pomacima u fazi te nasumi¢nog Suma. Koristenjem
numpy . fft modula napravljena je spektralna analiza i detekcija sastavnih signala
odnsono njihovih frekvencija, amplituda i pomaka u fazi.

Python kod 4.20 Iterativno rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.gridspec as gridspec
Konstrukcija signala y(t) koji je sacinjen od:
- konstante A0
- kosinusnog signala amplitude Al, frekvencije fl i pomaka u fazi phil

- kosinusnog signala amplitude A2, frekvnecije f2 i pomaka u fazi phi2
- te nasumicnog Suma amplitude A3.

dt = 0.01

t = np.arange(0, 4, dt)

n = t.size
fl, f2 = 2, 12
Al, A2 = 10.5, 2.3

phil, phi2 = np.deg2rad(20), np.deg2rad(35)

AO, A3 = -5, 0.6
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y = A0 + \
Al x np.cos(fl * t * 2 x np.pi + phil) + \
A2 * np.cos(f2 = t x 2 x np.pi + phi2) + \
A3 x np.random.uniform(-1,1, n)

FFT

Y = np.fft.rfft(y)

F = np.fft.rfftfreq(y.size, dt)

Alnp.abs(A) < 0.1] = 0.0

Vizualizacija

plt.figure(figsize=[10, 8])

gs = gridspec.GridSpec(3, 1,
hspace=0.4,
left=0.07, right=0.99,
bottom=0.055, top=0.97)

axl = plt.subplot(gs[0])
ax2 = plt.subplot(gs[1])
ax3 = plt.subplot(gs[2])

axl.plot(t, y, lw=l)
axl.set_title(’'Vremenska domena’)
axl.set_xlabel('t")
axl.set_ylabel('y")

ax2.set_title(’'Frekvencijska domena (amplitude)’)
ax2.set_xlabel('f")
ax2.set_ylabel('A")
ax3.set_title(’'Frekvencijska domena (faze)')
ax3.set_xlabel('f")
ax3.set_ylabel(’'$\phi$")
for f, a in zip(F, A):

ax2.plot([f, f], [0, a], c="C1")

ax3.plot([f, f], [0, np.angle(a)/np.pix180], c="C2")
ax2.axhline(0, c='Cl’", lw=0.5)
ax3.axhline(0, c='C2’", lw=0.5)

plt.figure(figsize=[6, 61)

ax = plt.subplot(l, 1, 1, projection='polar’)
ax.plot(np.angle(A), np.abs(A), 'C3+’, ms=10)
plt.subplots_adjust(left=0.06, right=0.94,
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bottom=0.06, top=0.94)

# Ispis
for f in [0, fl, f2]:
k = np.argmin(np.abs(F - f)) # Pronadi indeks najblize frekvencije
phi_ang = np.angle(A[Kk])
phi_atan = np.arctan2(A.imag[k], A.reall[k])
print(f’'Frekvencija: {F[k]:.4f}")
print(f’Amplituda: {np.sign(A.real[k])=*np.abs(A[k]):.4f}")
print(f’Faza (angle): {np.rad2deg(phi_ang):.4f}")
print(f’'Faza (arctan2): {np.rad2deg(phi_atan):.4f}")
print()

Frekvencija: 0.0000
Amplituda: -4.9890

Faza (angle): 180.0000
Faza (arctan2): 180.0000

Frekvencija: 2.0000
Amplituda: 5.2699

Faza (angle): 20.1467
Faza (arctan2): 20.1467

Frekvencija: 12.0000
Amplituda: 1.1639

Faza (angle): 35.5009
Faza (arctan2): 35.5009
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Vremenska domena

—-10 4

—15

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0
t
Frekvencijska domena (amplitude)

0 10 20 30 40 50
f
Frekvencijska domena (faze)

f

Slika 4.43 Graf vremenske i frekvencijske domene iz Python koda 4.20

Slika 4.44
Prikaz amplituda i faza u komplek-
snoj ravnini iz Python koda 4.20

270°
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4.7 Rastav na singularne vrijednosti

Stefan Ivi¢

4.7.1 Rang matrice

Rang matrice jednak je maksimalnom broju linearno nezavisnih stupaca odnosno
maksimalnom broju nezavisnih redaka. Maksimalan broj linearno nezavisnih stupaca
jednak je maksimalnom broju linearno nezavisnih redaka matrice. Iz toga slijedi da je

rang(A) = rang(AT).
Ako je matrica A dimenzija m X n, tada za rang matrice A vrijedi:
rang(A) < min(m,n),

tj. rang matrice ne mozZe biti veéi od broja redaka ili od broja stupaca matrice.
Matrice ranga 0 su nul-matrice.
Matrice ¢iji su svi retci visekratnici ostalih redaka i svi stupci su viSekratnici ostalih
stupaca imajeu rang 1. Matrica m x n ranga 1 je jednaka vektorskom produktu uv’
vektora u veli¢ine m i vektora v veli¢ine n:

v ‘ ‘ ‘

T
N uzv _
A=uv = _ = | vyu mu -+ vuu

Sto je graficki prikazano na Slici

« ~ o

Slika 4.45 Matrica ranga 1 moZe se prikazati kao umnoZak dva vektora

Kod matrice ranga 2 vrijedi superpozicija dvije matrice ranga 1:

| :

A=u'+wzl = | § w
‘ z

Dekompozicija matrice ranga k

A = U x VT

mxn m x k kxn
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— T
A=Y,uv;

X 3
\

Slika 4.46 Matrica ranga 2 moZe se prikazati kao zbroj dvije matrice ranga 0

n

Slika 4.47 Rastav matrice ranga k

4.7.2 Rastav na singularne vrijednosti

Dekompozicija na singularne vrijednosti matrice A, veli¢ine m X n, izraZava matricu
kao umnoZzak "jednostavnijih" matrica:

A=UsV’
gdje je:
m U je m x m ortogonalna matrica, lijevi singularni vektori

B Vje n x n ortogonalna matrica, desni singularni vektori
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B S je m x n dijagonalna matrica, singularne vrijednosti, sa sortiranim nenegativ-
nim vrijednostima

S1 ZSZZ---zsmin(m,n) ZO

"Puni" rastav na singularne vrijednosti

A = U x S x VT

mXxn mXxXm mXn nxn

Slika 4.48 Rastav matrice na singularne vrijednosti

Ali S je dijagonalna matrica - ima puno nula!

min(m,n)
A= Z S; - uivl-T
i=1

Matrice mogu biti manjih dimenzija (zbog mnoZenja s nulama matrice S):
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U S vT

Slika 4.49 Rastav matrice na singularne vrijednosti

A=USVT ulslvlT u252v2T u353v3T u4s4vZ u535v§ u6s6v6T

Slika 4.50 Rastav matrice na singularne vrijednosti

4.7.3 Aproksimacija manjim rangom

Posto s; opada s rastom i-a, visi rangovi sve manje doprinose u rekonstrukciji podataka
A. MoZemo napraviti aproksimaciju A ;) pomocu prvih k vlastitih vektora:

S; - uiviT

>
2
2z
I
1~

i=1

Zapisano s reduciranim matricama Uy, S i V(Tk):

A =UpSkV(y
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A Uy

Slika 4.51 Rekonstrukcija matrice s reduciranim rangom

4.7.4 Andliza glavnih komponenata

® Sli¢ni rastav kao i SVD (PCA se moZe u potpunosti svesti na SVD)
®m Dobiva se "jedna po jedna" glavna komponenta (prvih k)

B U nekim slucajevima moZe biti brZze od SVD-a

B Drukdija interpretacija

B Temelji se na ra¢unanju vlastitih vrijednosti i vlastitih vektora (Av = Av)
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Slika 4.52 Glavne osi pcl, pc2 i pc3 (narancaste linije) su bolja parametrizacija podataka nego izvorne
koordinate x, y i z.

pc1 pc1

Aﬁ;mizadj a varijance \ minimizacija odstupanja/greske

(kvadrata udaljenosti) (kvadrata udaljenosti)
izmedu crvenih to¢kica duz osi pcq u smjeru okomitom na os pcy

Slika 4.53 Dva pogleda na odredivanje glavnih osi



Obicne diferencijalne jednadzbe - pocetni problem
Obic¢ne diferencijalne jednadzbe - rubni problem
Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Metoda linija
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Obicne diferencijalne jednadzbe - pocetni problem

Jerko Skifi¢

Diferencijalne jednadZbe koje sadrZe jednu ili vise funkcija jedne neovisne varijable
i njenih derivacija nazivaju se obi¢nim diferencijalnim jednadZbama (OD]).

Sustav N medusobno zavisnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi y;, i =0,1,...,N —1
se mozZe zapisati u obliku

dy; .
%Zﬁ(x/yO/yll---/yN—l)/ i=0,1,..., N—-1 (51)

gdje su funkcije f; zadane. Ako se ograni¢imo na jednu funkciju, OD]J su oblika

dy
I — —_— =
Radi jednostavnosti, promotrimo jednostavnu ODJ ¢ija funkcija f ovisi samo o x:
dy _
a - f (x)r (53)
gdje je
fx) = —2x° +12x* — 20x + 8.5. (5.4)

Potrebno je izracunati vrijednost funkcije y za x = 4. Analiticko rjeSenje se moZe izraziti
izrazom

1
y= —§x4 +4x> —10x> +85x + C, (5.5)
gdje je C konstanta integracije, $to nam jasno govori da rjeSenje nije jedinstveno,
odnosno da ovisi o vrijednosti konstante C (Slika 5.1).
A Slika 5.1

Mogucéa rjeSenja za dy/dx =
—2x3 +12x% —20x + 85

y

>
>
X

Kako odabrati C? Potrebno je navesti jos jedan, dodatni uvjet, koji se jos naziva i
pocetnim uvjetom. U nasem, gornjem primjeru, odabrali smo x =01y = 1. Skracéeno,
kao pocetni uvjet zadali smo tocku Ty(0,1). Time je rjeSenje jedinstveno za C = 1.



5.1.1

5.1 Obi¢ne diferencijalne jednadzbe - pocetni problem 225

1) Napomena
Pocetni uvijeti obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u inZenjerskoj praksi imaju fizi-
kalno znacenje, npr. pocetna brzina tijela u vremenu ¢ = 0.

Dakle, za rje$avanje problema y = y(x) =?, potrebno je zadati ODJ i pocetni uvjet.
Matematicki zadatak odreden ODJ (ili sustavom OD]J) i pocetnim uvjetom zove se
pocetni problem i za njegovo rjeSavanje postoji vise numerickih metoda.

Runge-Kutta metode

Derivaciju iz izraza (5.2) svakako moZemo pribliZzno izra¢unati kao:

dy LAY _v1—¥o

b AP A , 5.6

dx  Ax  x1—xo (5.6)
gdje su yo i xg zadani iz pocetnog uvjeta. Sada ako sami izaberemo x; (kao x-koordinatu
sljedece tocke koja leZi na krivulji rjeSenja izvorne diferencijalne jednadZbe), moZemo
izracunati y1:

%(M —x0) =Yyo+y'h, (5.7)
gdje se h = (x; — xp) naziva jo$ i korakom metode. Time smo numericko rjesavanje
obi¢ne diferencijalne jednadZzbe (5.2) sveli na aproksimaciju rjeSenja pravcem unutar
koraka h.

Promatrajuéi ovaj izraz vidimo da je vrijednost yy; moguce dobiti zbrojem stare, tj.
pocetne vrijednosti yo i promjene (. prve derivacije) pomnoZene korakom 4. Ovdje
derivacija ' ima znacenje koeficijenta nagiba pravca, $to se moZe i vidjeti na Slici

Yyi=Yo+

Slika 5.2
yi=vo+y'h Jedan korak numeri¢kog rjeSavanja
jednadzbe dy/dx = f(x,y) s potet-
nim uvjetom Ty (xp,Yo) i korakom h

Tocno rjeSenje

X0 x1=x0+h

Usporedimo li izraz (5.7) s Taylorovim redom (kojim aproksimiramo funkciju u
okolici neke tocke),

Y Y
y1:y0+y/h+§h2—l—?h3..., (5.8)

vidjet ¢emo da smo pri izra¢unu vrijednosti y; uzeli u obzir samo prva dva ¢lana reda,
¢ime nesumnjivo ¢inimo gresku pri izracunu. Gresku moZemo smanjiti na vise nacina:
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® Uvodenjem dodatnih ¢lanova Taylorovog reda, $to je u najmanju ruku neprak-
ticno,
B Smanjenjem veli¢ine koraka h,

Veli¢ina koraka & je ograni¢ena racunalnim resursima te ne moZe biti po volji malena.
U pravilu, poZeljno je odabrati $to je moguce veci korak, da bi uz minimum ra¢unanja
dosli do rjeSenja potrebne to¢nosti.

Opéenito, rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadZbi Runge-Kutta metodama
svodi se na izracunavanje niza tocaka po sistemu

(nova vrijednost) = (stara vrijednost) + (koeficijent pravca) x korak,

odnosno

Yis1 =Yi + ¢h, (5.9)

gdje je ¢ nagib pravca kojim duZ koraka h aproksimiramo funkciju y(x). Konkretne
se metode razlikuju po nac¢inu odredivanja nagiba pravca ¢ i eventualno nacinu
odredivanja veli¢ine koraka h.

Eulerova metoda
Primijetimo da smo ve¢ u izrazu (5.7) zapravo iskoristili desnu stranu diferencijalne
jednadzbe za procjenu nagiba pravca u tocki x; odnosno:

¢ = f(xi,yi), (5.10)

¢ime smo dobili izraz za Eulerovu metodu:

Vi1 =Yi+ f(xi,yi)h. (5.11)

Ovdje se nova vrijednost izra¢unava evaluacijom nagiba pravca na pocetku intervala i
ekstrapolira duZ cijelog intervala & (Slika 5.2).
Python implementacija Eulerove metode dana je u programskom kodu

Python kod 5.1 Eulerova metoda
import numpy as np

def df(x, y=0):

return -2xxx*x3 + 12xx*xx2 - 20xx + 8.5

x0, yo =0, 1
x_end = 4
n=9

xs, h = np.linspace(x0, x_end, n, retstep=True)
ys = np.zeros_like(xs)
for i in range(l, n):

ys[i] = ys[i - 1] + df(xs[i - 1]) * h

print(’'y({})={}'.format(xs[-1], ys[-11))
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Greska Eulerove metode

Opcenito, greska odrezivanja numerickog rjeSenja ODJ sastoji se od dva dijela: lokalne
greske odrezivanja, $to je rezultat aproksimacije funkcije y(x) tangentom tijekom
jednog koraka, i propagirajuce greSke odrezivanja, koja je rezultat aproksimacija
tijekom prethodnih koraka. Kombinacija obje greske daje ukupnu, globalnu gresku
odrezivanja.

Drugim rije¢ima, s jedne strane javlja se greska zbog toga Sto traZenu funkciju
aproksimiramo tangentom na duZini & > 0 (lokalna greska, Slika 5.2), a s druge
strane tako dobivena sljedeca totka (xi+1,Yi+1) ne leZi tono na traZenoj funkciji
y(x), $to znaci da ni tangenta u novootkrivenoj tocki nije jednaka pravoj tangenti,
§. f(xit1,¥ie1) # Y (xip1), $to rezultira greskom koja propagira kroz sljedece korake
metode.

Procjena lokalne greske odrezivanja Eulerove metode moZe se odrediti relativno
lako. Zamijenimo li ¥ sa f(xo,y0) u izrazu (5.8), dobit ¢emo

/ (n—1)
y1 =Yoo+ f(xo0,y0)h + Ml’lz—l—...—i— M

o o W'+ O(h"t, (5.12)

gdje prva dva ¢lana desne strane odgovaraju Eulerovoj metodi, dok ostatak odgovara
lokalnoj gresci metode:

=2 0 I02 fz‘(nil)(XOfyo)

f'(x0,%0)
Ei 21 n!

W'+ O(h" ). (5.13)

Ovdje ¢lan O(h"*1) predstavlja ostatak reda 1. Visi ¢lanovi reda se mogu zanemariti
za dovoljno mali korak h, ¢ime se aproksimirana lokalna greSka odrezivanja moze
izraziti kao:

/ . .
E ~ f(’;'y)hz (5.14)

Dakle, lokalna greska odrezivanja Eulerove metode je proporcionalna kvadratu koraka
h, a utjecaj veli¢ine koraka / na to¢nost Eulerove metode je graficki ilustriran na Slici

Slika 5.3
61 Usporedba to¢nog rjese-
nja s rjeSenjima dobivenim
5 Eulerovom metodom za

dy/dx = —2x3 +12x2 — 20x + 8.5,
pocetnim uvjetom Ty(0,0) i kora-
cima h = 0.25, 0.5

toc¢no rjesenje

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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PoboljSanja Eulerove metode
Izvor greske Eulerove metode proizlazi iz pretpostavke da se derivacija na pocetku
intervala uzima kao reprezentativna duz cijelog intervala h. To¢nost metode mo-
Zemo poboljsati jednostavnim modifikacijama kojima ¢emo postiéi primjereniji odabir
reprezentativnog nagiba pravca na intervalu h.

Heunova metoda odreduje reprezentativni nagib pravca ¢ iz izraza (5.9) kao
linearnu kombinaciju nagiba pravaca na pocetku i kraju intervala (Slika 5.4). Kao i kod
Eulerove metode, odredimo nagib na pocetku intervala:

vi = f(xi,yi) (5.15)
i izratunamo preliminarni y na kraju intervala:

) =i+ f(xi,yi)h. (5.16)

()

Umjesto da se zadovoljimo dobivenim y;7, izratunajmo jo$ i nagib na kraju intervala:

Yie1 = f(xi+1ryfﬁ)1) (5.17)

i kao reprezentativni nagib na cijelom intervalu uzmemo aritmeti¢ku sredinu dva
dobivena nagiba, onog na pocetku i onog na kraju intervala:

¢ = Vit Vin _ f(xi,yi) +f(xi+1,y§i)1)
2 2

(5.18)

Konac¢no, koristeci usrednjeni nagib ¢, dobijemo y;,1 osnovnom Eulerovom metodom:

(p)
x., . + X LY
s = vt g =y, + L SO (5.19)

A Slika 5.4
f(x) f(x; +1,y§ﬁ )1) Primjer jednog koraka Heunove me-
tode

fxiyi) g+ ()
Floug) fxeafh)

Y

X Xitq X

1) Napomena
U slu¢ajevima gdje derivacija y’ ovisi samo o varijabli x, tj. rje3ava se jednadzba
oblika ¥’ = f(x), nije potrebno rac¢unati y; _ﬁ ., vec se reprezentativni nagib pravca
¢ moze zapisati kao

IR ) 520)
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odnosno vrijednost funkcije u koraku i + 1 moZe se dobiti sljede¢im izrazom:

YViri=Yi+ Mh (5.21)

Metoda srednje tocke kao reprezentativni nagib pravca ¢ iz izraza (5.9) uzima onaj
dobiven na sredini intervala (Slika 5.5). Kao i kod Eulerove metode, odredimo nagib
na pocetku:

i = f(xi,yi) (5.22)

i pomoc¢u njega izracunamo y na sredini intervala:

h
Yirr/2 = Yi+ f(xiyi) 5 (5.23)
Sada izra¢unamo nagib za dobivenu toc¢ku na sredini intervala:
¢ = f(xiv1/2,Yiv1/2), (5.24)

kojeg sada smatramo aproksimacijom nagiba pravca na ¢itavom intervalu /. Kona¢no,
koristeé¢i ovako dobiveni nagib ¢, dobijemo sljede¢u to¢ku y;,1 Eulerovom metodom:

Yir1 =Yi + Ph =y + f(Xit1/2,Yir1/2)h (5.25)

A Slika 5.5
f(x) Primjer jednog koraka metode sred-
nje tocke

f(xXiv1/2:Yiv1/2)

¢ = f(Xit1/0,Yiv1/2)

X; Xiy1/2 Xit1 X

Runge-Kutta metode viseg reda
Do sada opisane metode (Eulerova, Heunova i metoda srednje tocke) pripadaju puno
vecoj grupi metoda poznatim pod nazivom Runge-Kutta metode. One se opéenito
mogu zapisati ve¢ navedenim izrazom (5.9), gdje je ¢ = ¢(x;,yi, h) inkrementalna funk-
cija, koja predstavlja reprezentativni nagib na promatranom intervalu. Inkrementalna
funkcija ¢ zapisuje se u obliku:

n
(P(xi/yi/h) = a1k1 + Clzkz +...+ ﬂnkn = Zaiki/ (526)
i=1

gdje su a; konstante (uz uvjet };' ; a; = 1), n oznatava red metode, a nagibi se izratu-
navaju po sljedecem sistemu:

k1= f(xi,yi),
ko = f(xi + pih,yi + g1,1k1h),
ks = f(x;i + pah,yi + ga1kih + ga0koh),

kn = f(xi + pu_1h,yi + quorikih + qu_1pkoh + ... + qu_14—1kn-1h), (5.27)
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gdje su p; i g;; konstante.

Iz ovakve definicije slijedi da je Eulerova metoda zapravo Runge-Kutta metoda
prvogreda,uzn=1ia; =1.

Metode drugog reda (n = 2) zapisuju se kao

Yit1 =Yi + (ks + azk2) b, (5.28)

gdje se k1 i ko dobivaju kako je prikazano u (5.27). Pazljivim odabirom koeficijenata
moZemo dobiti Heunovu metodu:

1

@ =ay =75, P1=4q11 =1,
ki = f(xi,yi), ko= f(xi +hyi + kih), (5.29)
k1 + k2

Yir1i=Yi+ Th,

i metodu srednje tocke:

1
a1 =0, a2 =1, PL=a11= 5
1 1
ki=f(xiyi), ko= f(xi+ hyit skah), (5.30)

Yir1 =Yi +kah.

Ovdje valja navesti jo$ jednu popularnu metodu drugog reda, koja je definirana na
sljede¢i nacin:

gl 2 . _3
1—3, 2—3, Pl—(hl—4
3 3
ki = f(xiyi), ko= flxi+ phyi+ pkaih) (5.31)

1 2
Yir1=Yi+ (§k1 + gkz)h,

a naziva se Ralstonovom metodom.

Na Slici 5.6 grafi¢ki je prikazana usporedba Eulerove metode s obradenim Runge-
Kutta metodama drugog reda za diferencijalnu jednadzbu dy/dx = f(x), zadanu
izrazom (5.4). Python implementacija navedenih Runge-Kutta metoda drugog reda
dana je u programskom kodu
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—— Tocno rjeSenje —®— Heun —@— Ralston
y § —@ Euler —8— Srednja totka

"y

Python kod 5.2 Runge-Kutta metoda drugog reda

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def df(x, y=0):
# desna strana 0DJ
return -2#x**3 + 12*xx*x*x2 - 20%x + 8.5

x0, y0 = 0, 1 # pocetni uvjeti
x_end = 4 # krajnji x
n=29 # broj koraka

xs, h = np.linspace(x0, x_end, n, retstep=True)
ys = np.zeros_like(xs)

# Heun
ys = np.zeros_like(xs)
ys[0] = y0
for i in range(1l, 9):
kl = df(xs[i - 1])
k2 = df(xs[i - 1] + h)
ys[i] = ys[i - 1] + (k1 + k2) / 2 * h
plt.plot(xs, ys, label="Heun")

# Midpoint
ys = np.zeros_like(xs)
ys[0] = y0
for i in range(1l, 9):
k2 = df(xs[i - 1] + 0.5 * h)
ys[i] = ys[i - 1] + k2 * h
plt.plot(xs, ys, label='Metoda srednje tocke’)

# Ralston
ys = np.zeros_like(xs)
ys[0] = y0
for i in range(1, 9):
kl = df(xs[i - 1])
k2 = df(xs[i - 1] + 0.75 % h)
ys[i] = ys[i - 11 + h * (k1 + 2 * k2) / 3.
plt.plot(xs, ys, label='Ralston’)

Slika 5.6

Usporedba Eulerove, Heunove, Ral-
stonove metode i metode srednje
totke za jednaki korak &
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plt.legend(loc="best")
plt.show()

Uzmemo li n = 3, dobivamo Runge-Kutta metode tre¢eg reda, koje karakteriziraju
manje greSke odrezivanja u odnosu na metode drugog reda. Od tih je najpopularnija
varijanta:

1
YVis1 =Yi + 8(k1 + 4ky + k3)h, (5.32)
gdje je:
ki = f(xi,yi),
1 1
ko= f(x; + Eh,yi + klih)/
ks = f(xi +hy — kih + Zkzh) (5.33)

Od svih Runge-Kutta metoda, naj¢esce se upotrebljava metoda Cetvrtog reda (n =4),
i to sljedeca verzija:

1
Yis1=Yi+ E(kl + 2ko + 2ks + kq)h, (5.34)
gdje je:
ki = f(xi,yi),
ks = F(xi+ Shyyi + ~kah)
2= f(x; Syt Skah),
1 1
k3 = f(x;i + Eh/yi + Ekzh),
ky = f(xi + h,y; + ksh). (5.35)

Na Slici 5.7 graficki je prikazana usporedba Heunove metode s opisanom Runge-Kutta
metodom cetvrtog reda.

123 m== ToCno rjesenje Shka 5.7

DRI Usporedba to¢nog rjeSenja s rjese-
njima dobivenim Runge-Kutta me-

todom 4. reda i Heunovom me-

todom, za dy/dx = —1/2y + sinx,

uz pocetni uvjet Tp(0,0.2) i korak

h=07

0.50

0.25

0.00

-0.25

—-0.50

-0.75

0 1 2 3 4 5 6 7

Jednostavna implementacija navedenih Runge-Kutta metoda treceg i ¢etvrtog reda
u programskom jeziku Python dana je u programskom kodu
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Python kod 5.3 Runge-Kutta metode treceg i ¢etvrtog reda

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def df(xl y=9):
return -0.5xy + np.sin(x)
x0, y0 =0, 0.2
x_end =7
n=29
xs, h = np.linspace(x0, x_end, n, retstep=True)

ys = np.zeros_like(xs)

ys = np.zeros_like(xs)
ys[0] = yO
for i in range(1l, n):

kl = df(xs[i - 1], ys[i - 11)
k2 = df(xs[i - 1] + 0.5xh, ys[i-1]+k1%0.5xh)
k3 = df(xs[i - 1] + h, ys[i-1]+(-k1+2xk2) * h)

ys[i] = ys[i - 1] + h *x (k1 + 4 * k2 + k3) / 6.
plt.plot(xs, ys, label="RK3")

ys = np.zeros_like(xs)
ys[0] = y0
for i in range(l, n):
kl = df(xs[i - 1], ys[i - 1])

k2 = df(xs[i - 1] + 0.5 * h, ys[i - 1] + k1 * 0.5 * h)
k3 = df(xs[i - 1] + 0.5 x h, ys[i - 1] + k2 * 0.5 % h)
k4 = df(xs[i - 1] + h, ys[i - 1] + k3 *x h)

ys[i] = ys[i - 11 + h * (k1 + 2 x k2 + 2 *« k3 + k4) / 6.
plt.plot(xs, ys, label="RK4")

plt.legend(loc="best")
plt.show()

5.1.2 Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Mnogi inZenjerski problemi zahtijevaju rjeSavanje sustava obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi (5.1), koji se moZe zapisati kao:

I = A0, y1,Y2,- - Yn)

a = fZ(xlyllyZI- . -/yl’l)

Tr = fu(X,Yy1,¥2,- -, Yn), (5.36)
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ili u vektorskom obliku:

1 fi(x, 1,2, ., Yn)

d | » f2(%, 1,92, Yn)

9 _ 37

Ep (5.37)
yn fn(x/yllny/'"/yn)/

odnosno:
dy _
o f(x,y) (5.38)

Njihovo rjeSavanje se u osnovi ne razlikuje od rjeSavanja jedne jednadzbe, odnosno,
rjeSava se svaka jednadZba zasebno za svaki korak.

Rijesimo jednostavan model kretanja populacije u poznatom modelu grabezljivca i
plijena (predator prey, ili Lotka Volterra model). Opisan je sustavom ODJ koji se ¢esto
koristi za opisivanje dinamike bioloskih sustava u kojima djeluju medusobno dvije
vrste, grabeZljivac i plijen.

Promjena populacije obje vrste opisuje se sljede¢im izrazima:

d

% = ay1 — Pyiy2

d

2 = 2+ oy, (5.39)
gdje su

® y; populacija plijena,

B y, populacija grabeZljivaca,

B { vrijeme,

B « stopa rasta populacije plijena u odsutnosti grabeZlivaca,

®  mortalitet plijena kao posljedice djelovanja grabeZljivca,

B 7 mortalitet grabeZljivca ¢iji uzrok nije ovisan o populaciji plijena i

m J faktor koji opisuje koliko uhvaéenog plijena rezultira novim grabezljivcima.

RjeSenje modela Eulerovom metodom prikazano je u programskom kodu
Potrebno je za svaku jednadZbu sustava zadati posebnu funkciju te rjeSenja spremati u
dva odvojena numpy vektora.

Python kod 5.4 Rjesavanje modela grabeZljivca i plijena pomoc¢u Eulerove metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

a, b, c, d=1., 0.1, 1.5, 0.75

def dfl(y_1, y 2, t=0):
return axy_1 - bxy_lxy 2

def df2(y_1, y 2, t=0):
return -cxy_2 + dxbxy_1xy 2
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t, h = np.linspace(0, 15, 1000, retstep=True)
yl = np.zeros_like(t)
y2 = np.zeros_like(t)
y1[0], y2[0] = 10, 5

for i in range(l, t.size):
y1l[i] = y1[i-1] + dfl(yl[i-1], y2[i-1])x*h
y2[i] y2[i-1] + df2(yl[i-1], y2[i-1]1)x*h

plt.plot(t, yl, label='plijen’)
plt.plot(t, y2, label="grabezljivac’)
plt.legend(loc="best")
plt.xlabel(’'vrijeme”)
plt.ylabel(’'populacija’)

plt.show()

Programsko rjeSenje navedeno u programskom kodu 5.4 je u najmanju ruku neprak-
ti¢no. Nije tesko zamisliti scenarij gdje je potrebno rijesiti sustav s ve¢im brojem ODJ.
Tada je potrebno nadopisati dodatne definicije funkcija, deklarirati dodatne liste za
rjeSenja, itd. Opcenito, programski kod postaje kompliciraniji, teZe ¢itljiv i podloZniji
greskama. ZapiSemo li opisani model (5.39) u vektorskom obliku, vektori nepoznanica
i funkcije gornjeg sustava su

y=[ ") i e=| WP (5.40)

) —7Y2 + 0y1y2

¢ime smo definirali sustav ODJ u izrazu (5.38). RjeSenje vektoriziranog modela Eule-
rovom metodom je prikazano u programskom kodu 5.5. Potrebno je primijetiti da
je osnovna petlja Eulerove metode za vektoriziranu sustav ODJ svedena na jednu
evaluaciju funkcije u odnosu na nevektoriziranu verziju (programski kod 5.4). Razlog
tomu leZi u ¢injenici $to smo rjeSenja spremilli u dvodimenzionalno polje, gdje je broj
stupaca jednak broju jednadzbi sustava. Takoder, funkcija df vraéa numpy.array od
dva elementa, ¢ime programski kod postaje ¢itljiviji i kompaktniji.

Python kod 5.5 RjeSavanje vektoriziranog modela grabeZljivca i plijena pomoc¢u Eulerove metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def df(y_t, t=0):
return np.array([axy_t[0] - bxy_t[0]*xy_t[1] ,
-cxy_t[1] + dxbxy_t[0]xy_t[1] ])

t, h = np.linspace(0, 15, 1000, retstep=True)
y = np.zeros([t.size, 2])
y[0,:]1 = np.array([10, 5])

for i in range(l, t.size):
yli,:] = yl[i-1,:] + df(y[i-1,:]1)*h
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plt.plot(t, y[:,0], label='plijen’)
plt.plot(t, y[:,1], label="grabezljivac’)
plt.legend(loc="best")
plt.xlabel(’vrijeme’)
plt.ylabel(’'populacija’)

plt.show()

5.1.3 RjeSavanje pocetnog problema pomocu SciPy modula
SciPy modul sadrzi programsku funkciju odeint za rjeSavanje pocetnog problema
obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi, koja se nalazi u podmodulu scipy.integrate.
Funkcija odeint koristi poznati FORTRAN rjesavac odepack.
U svom osnovnom obliku, odeint se koristi na sljede¢i nacin:

y = scipy.integrate.odeint(f, y0, x)

gdje je:
m f Programska funkcija f(y,x) koja definira obi¢nu diferencijalnu jednadzbu,

zadanu kao dy/dx = f(y,x), mora biti napisana tako da vraca vektor evaluiranih
vrijednosti svih jednadzZbi sustava, u slucaju rjeSavanja sustava OD]

m y0 Pocetni uvjet, zadaju se vektorom (ili listom) vrijednosti
m x Lista tocaka za koje se traZi rjeSenje i

m y Lista rjeSenja za pripadajuce x tocke.

1) Napomena

= Za razliku od zapisa koriStenog u matemati¢kim izrazima u tekstu, odeint
zahtijeva da programska funkcija koja izra¢unava desnu stranu diferencijalne
jednadzbe dy/dx = f bude zadana na nacin da joj u argumentima ide prvo
nezavisna varijabla, a nakon toga vektor zavisnih varijabli, tj. f = f(y,x). U
slu¢aju nepostivanja ovog redoslijeda, odeint neée dati ispravno rjesenje!

Kao primjer, u programskom kodu 5.6, prikazana je Python implementacija veé
opisanog modela kretanja populacije:

Python kod 5.6 RjeSavanje modela grabeZljivca i plijena pomoéu SciPy funkcije odeint

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

a, b, ¢, d=1, 0.1, 1.5, 0.75

def df(y_t, t=0):
return np.array([axy_t[0] - bxy_t[O0]*xy_t[1] ,
-cxy_t[1] + dxbxy_t[0]xy_t[1] ])

t = np.linspace(0, 15, 1000)
y0 = np.array([10, 5])

y = odeint(df, yo, t)
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plt.figure(figsize=(10, 7))

plt.plot(t, y[:,0], label='plijen’)
plt.plot(t, y[:,1], label="grabezljivac’)
plt.legend(loc="best")
plt.xlabel('vrijeme”)
plt.ylabel(’'populacija’)

plt.show()

Alternativna, novija i preporucena SciPy funckija za rjeSavanje pocetnog problema
je solve_ivp:

scipy.integrate.solve_ivp(f, t_span y0, Xx)

VazZno je napomenuti da se argumenti funckije bitno razlikuju od odeint funkcije:

®m f Programska funkcija f(t,y) koja definira obi¢nu diferencijalnu jednadzbu,
zadanu kao dy/dt = f(t,y), mora biti napisana tako da vraca vektor evaluiranih
vrijednosti svih jednadzbi sustava, u slucaju rjesavanja sustava OD]J

W {_span raspon rjeSavanja (tuple koji sadrZi pocetno i krajnje vrijeme)
m y0 Pocetni uvjet, zadaju se vektorom (ili listom) vrijednosti

m t_eval Lista to¢aka (vremena) za koje se traZi rjeSenje.

U Izvornom kodu dan je primjer rjeSavanja istog modela kao i kod odeint
primjera 5.6. Rezultat je prikazan na Slici

Python kod 5.7 RjeSavanje modela grabeZljivca i plijena pomoéu SciPy funkcije solve_ivp

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy as sp

a, b, ¢, d=1, 0.1, 1.5, 0.75

def df(t, y_t):
return np.array([axy_t[0] - bxy_t[O]*xy_t[1] ,
-cky_t[1] + dxbxy t[0]*y_t[1] 1)

t_start, t_.end = 0, 15
t = np.linspace(t_start, t_end, 1000)
y0 = np.array([10, 51])

rjesenje = sp.integrate.solve_ivp(df,
t_span=[t_start, t_end],
y0=y0,
t_eval=t)
print(f’{rjesenje.y.shape=}")

fig, ax = plt.subplots(tight layout=True)
plt.plot(rjesenje.t, rjesenje.y[0, :], label='Plijen’)
plt.plot(rjesenje.t, rjesenje.y[1l, :1, label='Grabezljivac”’)
plt.legend(loc="best")

plt.xlabel('Vrijeme, $t$ [s]1")
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plt.ylabel(’'Populacija’)
plt.show()

Slika 5.8
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Obicne diferencijalne jednadzbe - rubni problem

Stefan Ivié

Opéenito, rubni problem je diferencijalna jednadzba promatrana na domeni uz
odredena ogranmicenja postavljena na rubu domene. Kod obi¢nih diferencijalnih
jednadZzbi ta ogranicenja se postavljaju na pocetku i kraju intervala na kojem se
jednadzba rijeSava te se nazivaju rubni uvjeti (eng. boundary conditions).

Kao i kod pocetnog problema, broj ograni¢enja potrebnih za definiranje i jednoz-
nacno rjeSavanje ovisi o redu obi¢ne diferencijalne jadnadZbe tj. o broju jednadZbi u
sustavu diferencijalnih jednadZzbi. Tako npr. diferencijalna jednadZba drugog reda

d2
de = f(x,y)

moZe imati zadane uvjete na rubovima domene x € [a,b]:

y(a)=a
y(b) =B

gdje su a i B zadane skalarne vrijednosti. Rubni uvjet u kojem je zadana funkcijska
vrijednost traZene funkcije y(x), kao u (5.41), nazivamo Dirichletov rubni uvjet.
Uvjeti postavljeni na rubove domene mogu biti i drukcije formulirani. Zadavanje
derivacije traZene funkcije, u rubnoj tocki, naziva se Neumannov rubni uvjet. Na
prethodnom primjeru, moZemo postaviti Neumannov rubni uvjet u tocki b:

(5.41)

dy

—=(b) =B. 5.42

L) =p (542
Ogranicenja zadana rubnim uvjetom mogu biti i sloZenija. Primjerice, moZe se

kombinirati funkcijska vrijednost i derivacija traZane funkcije u rubnoj tocki:

y(b) + 7 L) =p.

Ovaj tip rubnog uvjeta nazivamo Robinov rubni uvijet.

1) Napomena
Rubni uvjeti definiraju ponasanje diferencijalne jednadZbe na rubu promatrane
domene ali time ujedno i odreduju rjeSenje na cijeloj domeni. U modelim gdje
diferencijalna jednadZba opisuju razne fizikalne (ili druge) pojave i rubni uvjeti
imaju fizikalnu interpretaciju i znacenje koja zapravo slijedi iz samog modela.
Primjerice, Neumannov rubni uvjet % = 0 kod provodenja topline kroz Stap

predstavlja izolaciju dok kod modela elasti¢ne linije grede % = 0 predstavlja

ukljestenje tj. sprijecava rotaciju/nagib grede u rubnoj tocki.

Metoda gadanja

Metoda gadanja (eng. shooting method) temelji se na rijeSvanju pocetnog problema
gdje se pokusavaju postaviti nepoznati rubni uvjeti na lijevom rubu (pocetni uvjeti za
rijeSavanje pocetnog problema) tako da se "pogode" zadani rubni uvjeti na desnom
rubu.
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Linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu drugog reda koju rijesavamo na intervalu
[0,1], moZemo rastaviti na sustav n obi¢nih diferencijalnih jednadZbi prvog reda:

]/i :fl(x/ylfyZ/' -~/yn)

v = fo(x,y1,Y2,---,Yn)
(5.43)

Yn = F3(X Y192, Yn)-

Za obi¢nu diferencijalnu jednadZbu n-tog reda, odnosno za sustav (5.43) potrebno
je postaviti ukupno n uvjeta (y1,y2,...,¥s) u tockama x = 0 i/ili x=I. Ukoliko je su
svih n uvjeta zadano u tocki x = 0 tada je rije¢ o po¢etnom problemu, no ukoliko
je bar jedan uvjet postavljen u x = [ tada govorimo o rubnom problemu. Medutim,
rijeSavanju rubnog problema mozemo pristupiti kao da je rije¢ o poc¢etnom problemu,
ukoliko nepoznata pocetna stanja pretpostavimo, pa je odredeno stanje u lijevom rubu
yi(0) zasvakii=1,...,n.

Radi jednostavnosti pretpostavimo da su na lijevom rubu zadani svi uvjeti osim y;
dok je na desnom rubu zadan samo jedan rubni uvjet y,. Posto kod pocetnog problema
sva stanja ovise o pocetnom uvijetu, tako i kona¢no stanje tj. stanje u desnoj rubnoj
toc¢ki (oznaceno kao ‘0) ovisi o onom u lijevoj (oznac¢eno kao ‘ )

nl=a (]/1 o Yilgr--+v y”|0)
vl =2 (yl o Ylgrees y”|0> (5.44)
Ynl, = (y1 o Yiloreeos yn\0)~

Cilj metode gadanja je pronaci pocetno stanje koje ¢e "pogoditi" krajnje stanje. Posto
su za dani primjer sva pocetna stanja poznata osim y; ’0 a jedino stanje koje moZemo
"pogadati” (jer je jedino zadano) na desnom rubu je vy
(5.44), veta samo jednu nelinearnu jednadZbu:

Y|, = 8k (%‘!0) : (5.45)

Treba napomenuti da funkcija g, zapravo predstavlja cijelokupno rjesavanje (5.43)
kao pocetnog problema, uz poznato pocetno stanje koje se sastoji od zadanih y; za
i=1,...,n,i#jipretpostavljenog yk‘o‘

Nelinearnu jednadzbu (5.45) moZemo rijeSavati nekom od metoda predstavljenih u
poglalvju 4.1.

;» hije potrebno rijesavati sustav

@ Napomena
Ukoliko je diferencijalna jednandzba koju rijesavamo linearna, tada rijeSenje (5.45)

moZemo pronadi u samo jednom koraku metode sekante!

U opcenitom slucaju, proizvoljan broj rubnih uvjeta moze biti zadan na desnom
rubu. Definirajmo skup L za koji su zadani y;|, Vi € L te skup D za koji su zadani
Yi|;,Vi € D. U tom slu¢aju mozemo definirati sustav nelinearnih jednadzbi koje je
potrebno rijesiti:

yk}l =1 (, Yilor ), VkeD,j=1,...,n,j ¢ L. (5.46)



5.2 Obicne diferencijalne jednadzibe - rubni problem 241

Primjer metode gadanja na rjesavanju elasti¢ne linije grede

Slika 5.9
u Skica rubnili-uvjeta kod primjera
q(x) odredivanj idne linije grede

YYVYVYVYVVVYVVYVVVYVVVVYVYVY
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Python kod 5.8 Lagrangeova interpolacija

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.integrate as intg
import scipy.optimize as opt

Euler-Bernoulli model grede

d* u / d x4 = q(x) / (E x I)

dul/dx =u2
du.2 / dx = u_.3
du3/dx =uid
dud / dx = q(x)
B.C.

u_1(0) =0

u_2(0) =0

u_1l(L) =0

u_3(L) =0

UkljeStenje na lijevom rubu (x=0) i zglob (bez pomaka) na desnom rubu (x=L)

Parametri

=2.0

270e9

0.02 x 0.04xx4 / 12 # bxh"3/12

Hm o

# Kontinuirano opterecenje N/m
def q(x):
if 0.5 <= x <= 1.5:
return -1000.0
else:
return 0.0

# Diferencijalna jednadzba
def du_dx(u, x):
ul, u2, u3, ud =u

dul_dx = u2
du2_dx = u3
du3_dx = u4

du4_dx = q(x) / (E = I)
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dudx = [dul_dx, du2_dx, du3_dx, du4_dx]
return dudx

# Diskretizacija
X = np.linspace(0, 2, 101)

# Poznati rubni uvjeti

ul_start = 0
u2_start = 0
ul_end = 0
u3_end = 0

# RjeSenje diff. jed. ovisno o zadanim rubnim uvjetima na lijevom rubu
# (samo oni koji su inaCe nepozanti)
def sol(U_init, full_solution=False):

u3_start, ud4_start = U_init

U = intg.odeint(du_dx, [ul_start, u2_start, u3_start, u4_start], x)

if full_solution:
# Vraca kompletno rjesSenje jednadzbe
return U
else:
# Vraca odstupanje rjeSenja od zadanih rubnih uvjeta na desnom rubu
return np.array([ul_end - U[-1,0], u3_end - U[-1,2]11])

# RjeSava sustav nelinearnih jednadzbi (sol)

# uz poCetno pretpostavljene u3(0)=0 i u4(0)=0

U_init = opt.fsolve(sol, [0, O])

print(U_init) # Ispis pronadenih (u startu nepozantih) rubnih uvjeta na lijevom rubu

# Racunanje kompletnog rijesSenja
U = sol(U_init, True)

# Vizualizacija rjesenja

plt.plot(x, U[:,0], lw=2, label=r'$u 1$ ($u$)’) # progib (pomak)
plt.plot(x, U[:,1], lw=1l, label=r'$u_2$ ($\theta$)’) # kut nagiba
plt.plot(x, U[:,2], lw=1, label=r’'s$u_3$ ($M/EIS$)") # moment savijanja
plt.plot(x, U[:,3], lw=1l, label=r'$u 4$ ($Q/EI$)") # poprecCna sila
plt.legend()

Slika 5.10

Rjesenje Euler-Bernoullijevog mo-
dela grede (Izvorni kod 5.5)
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5.2.2 Metoda konacénih razlika
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Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Bojan Crnkovi¢

Fizikalne pojave i sustavi kod dinamike fluida, elektriciteta, magnetizma, meha-
nike, termodinamike, bioloskih i kemijskih interakcija moZe se opisati parcijalnim
diferencijalnim jednadzbama. U nekim slucajevima moguce je odredene pojave opisati
i obi¢nim diferencijalnim jednadZbama.

Parcijalnim diferencijalnim jednadZbama opisuju se vremenske i prostorne pro-
mjene nekih veli¢ina u zatvorenom sustavu. Upravo je to osnovni razlog zasto se
javljaju tako Cesto kod opisivanja dinamickih sustava i pojava i zato je mnogim znans-
tvenicima i inZenjerima vazno poznavanje tehnika i metoda kojima se rjesavaju.

Osnovni pojmovi
Opcenito parcijalna diferencijalna jednadzba (PD]J) je jednadZba u kojoj se pojavljuju
parcijalne derivacije nepoznate zavisne funkcije.

Definicija 5.3.1 — Parcijalna derivacija. Neka je (2 C R"” otvoren. Funkcija 1 : (3 — R
ima parcijalnu derivaciju po i-toj varijabli x; u to¢ki x = (x1,...,x,) € Q) ako postoji
limes ( Axie) x) o
. u(x+ Ax;e;) —u(x u
1 = —(X) = uy,
A0 Ax; ox; () = 1,(x)

gdje je e; koordinatni jedini¢ni vektor baze vektorskog prostora R"
Posebno za funkciju dvije varijable u = u(x,y), parcijalne derivacije mozemo defini-
rati na sljedeci nacin

u(x+Ax,y) —u(x,y) ou

Am Ax =3, (0y) =ux(xy) (5.47)
i
im, “CAEEDZ UYL ) =y ) (5.48)

Ay—0 Ay

Parcijalna derivacija funkcije je funkcija koja moze biti neprekidna pa tada ima
smisla traZiti njene parcijalne derivacije. Koristit ¢emo i oznaku za funkciju ¢ije su sve
parcijalne derivacije neprekidne odnosno C! funkcije.

Definicija 5.3.2 — Cl. Neka je Q C R" otvoren. Funkcija u : QO — R je klase C!(Q)) ako
je neprekidna na () i sve njene parcijalne derivacije prvog reda su neprekidne na Q).

Parcijalnu derivaciju m-tog reda dobijemo uzastopnim parcijalnim derivacijama
funkcije f m-puta gdje je m =k; + ... 4+ k; i piSemo:
o"u
axk . .
Definicija 5.3.3 — Ck. Neka je QO C R" otvoren. Funkcija u: Q — R je klase C¥(Q)

ako je klase C¥~1(Q) je neprekidna na Q) i sve njene parcijalne derivacije reda k su
neprekidne na ().

u

Ako su druge parcijalne derivacije ag,-zax]- neprekidne na () tada su one i jednake

odnosno:
o%u o%u
—— () = 5——(
0x;0Xx; 0x;0x;

x), VxeQ
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Klasifikacija
Parcijalne diferencijalne jednadZbe moZemo klasificirati na razli¢ite na¢ine. Osnovna
podjela je prema redu jednadZbe.

Definicija 5.3.4 — Red jednadzbe. Parcijalna diferencijalna jednadZba reda k je jed-
nadZzba koja ovisi o nepoznatoj funkciji # i njenim parcijalnim derivacijama tako da je
najvisi red parcijalne derivacije u jednadzbi jednak k.

Primjer 5.3.1 Jednadzba
Uxx +uyy =0

je homogena parcijalna diferencijalna 2. reda. Najvisi red derivacije je 2 i slobodni
¢lan koji ne ovisi o u je 0. Lako je provjeriti da su neka od rjeSenja te jednadZzbe
uy(x,y) =x+yiu(x,y) = xy, ali i bilo koja njihova linearna kombinacija.

Primjer ( ) pripada linearnim PDJ jer nepoznata funkcija u i njezine derivacije
pojavljuju linearno, s koeficijentima koji ovise samo o nezavisnim varijablama x i y.
Cesto je korisno klasificirati i kvazilinearne i polulinearne PDJ. Kod polulinearnih
¢lan s najvisim redom derivacije je linearan s koeficijentima koji ovise o nezavisnim
varijablama, a ostali ¢lanovi s niZim derivacijama mogu biti nelinearni. Kvazilinearne
su linearne za najviSe derivacije, ali koeficijenti mogu ovisiti o niZim derivacijama
nezavisne varijable.

Primjer 5.3.2 Jednadzba
Btlyry + Uty — Uy + cos(u) =1

je nehomogena polulinearna parcijalna diferencijalna 3. reda jer je najvisi red derivacije
3 i slobodni ¢lan koji ne ovisi o u je razli¢it od nule. Lako je provjeriti da su neka od
rjeSenja te jednadzbe uy(x,y) = 2km, k € Z.

U primjeru ( ) se pojavljuju i nelinearni ¢lanovi poput ¢lana u?uy, ali ¢lan
najveceg reda je linearan.

Naglasimo da polulinearne jednadZzbe nisu linearne, nego nelinearne kod kojih
je nelinearnost slabije izraZena pa se metode za linearne PDJ mogu prilagoditi za
rjeSavanje polulinearnih. Nelinearne jednadzbe su uglavnom preteske i danas nemamo
dobrih alata i tehnika za njihovo sustavno rjeSavanje i razumijevanje.

Linearne PDJ drugog reda

Posebno su zanimljive linearne parcijalne diferencijalne jednadZbe drugog reda jer se

ovaj tip jednadzbi cesto javlja u prirodnim i tehni¢kim znanostima. Neke od klasi¢nih

jednadzbi su valna jednadZba, jednadZba provodenja topline i Laplaceova jednadzZba.
Linearna PDJ drugog reda moZze se zapisati u opéenitom obliku:

Z (X )ty —I—Zb X)iy, + c(x)u = d(x)
i,j=1
Uvedimo oznaku za linearni operator

n n
L= i; ai,]'( ax x Z i X). (549)
J=1 7=l
Operator L je linearan jer vrijedi

L(auy + Bup) = aL(uy) + BL(u2).
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Tada mozemo linearna PDJ drugog reda pisati u sazetom obliku:
Lu =d(x). (5.50)

Zbog linearnosti jednadzbe, moZemo koristi princip superpozicije odnosno ako su
u;,i=1,...,n rjeSenja jednadZbe ( ) tada vrijedi:

Ler u; = d(x Zocz (5.51)

U slu¢aju homogene linearne PDJ linearna kombinacija rjeSenja je takoder rjeSenje
odnosno:

LY aju; =0. (5.52)

i

Princip superpozicije rjeSenja je vazan prilikom rjeSavanja separacijom varijabli.
Ovom metodom opce rjeSenje se zapisuje kao red u =Y/ a;u;, gdje su u; rjeSenja
homogene jednadZzbe odnosno Lu; = 0. Separacija varijabli zajedno i superpozicija
rjeSenja se obi¢no naziva Fourierovom metodom.

Linearne PDJ drugog reda s dvije nezavisne varijable
U slucaju dvije nezavisne varijable linearne PDJ moZemo zapisati pomocu linearnog
operatora

02 82 02 9 d

Zelimo odrediti opée rjeSenje problema
Lu=gG, (5.54)

gdje su A= A(x,y), B=B(x,y), C=C(x,y), D=D(x,y), E=E(x,y), F=F(x,y) i
G = G(x,y) funkcije koje ovise samo o nezavisnim varijablama x i y, u = u(x,y) je
nepoznata zavisna funkcija.

Glavni dio linearnog operatora ¢ine ¢lanovi najviSeg reda

92 > >
Aga +2B5 5. +Coa

(5.55)

O glavnom dijelu operatora ¢ée ovisiti opcenito ponasanje rjeSenja PDJ pa s obzirom
na svojstvene vrijednosti odnosno diskriminantu glavnog dijela linearnog operatora
moZemo klasificirati ove jednadzbe na sljedeci nacin.

Tip jednadzbe (5.53,5.54) odreden je predznakom diskriminirate A(x,y) = B2(x,y) —
4A(x,y)C(x,y). Parcijalna diferencijalna jednadzba (5.53,5.54) je

B elipticka u (x,y) za A(x,y) <0,

B parabolitka u (x,y) za A(x,y) =0,

m hiperboli¢ka u (x,y) za A(x,y) > 0.
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Ako A(x,y) na mijenja tip na cijelom skupu Q) tada kaZemo da je elipti¢ka, parabolitka
ili hiperbolicka. Nazivi za ove tipove dolaze iz geometrije jer jednadZbe nalikuju na
jednadzbe elipse, parabole i hiperbole.

Zbog rasirene pojave jednadzbi ovakvog tipa u matematickom modeliranju fizi-
kalnih pojava, a time i u inZenjerstvu, upoznat ¢emo neke od numerickih metoda
koje se koriste pri rjeSavanju jednadzbi oblika (5.53,5.54). Numericke se metode bitno
razlikuju u zavisnosti o tipu jednadzbe.

Uvedimo sljedec¢e oznake koje se Cesto koriste

_2 9
~ tox’ gy
_ Ou du,p
Vu= [a,@] = grad(u)
te takoder uvedimo oznaku za Laplaceov operator
02 02
A=V.- V=V 0 T a
?u  d*u
A=t op

Klasi¢ni predstavnici ovih klasa linearnih PDJ s dvije nezavisne varijable su

® Laplaceova jednadzba
Au =0

je elipticka jer je A < 0. Laplaceove jednadZba opisuje potencijalno polje odnosno
stacionarnu distribuciju polja.

B JednadZba provodenja u
uy — kAu =0,

gdje je konstanta k > 0 vodljivost materijala. JendadZba je paraboli¢ka jer je A < 0.
Ovom jednadZbom se opisuju difuzijski procesi u prirodi.

B Valna jednadzba u
U — AAu=0

je hiperbolic¢ka jer je A < 0. Ovom jednadZbom se opisuje Sirenje valova kroz
elasti¢ni medij s kona¢nom brzinom Sirenja.

B Tricomi jednadZzba u + xuy, = 0 je elipticka za x < 0, parabolicka za x = O te
hiperbolicka za x < O.

Primjer 5.3.3 PDJ ne mora biti u jednoj od danih kategorija ve¢ se klasifikacija moZe
mijenjati prostorno i vremenski. Tricomi jednadZba uy + xu,, = 0 je elipticka za x <0,
parabolicka za x = O te hiperbolitka za x < O.

Rubni i pocetni uvjeti

Kod svakog fizikalnog problema koji se opisuje PD]J ne interesiraju nas op¢a rjeSenja vec¢
partikularna rjeSenje na zadanoj domeni (2 na ¢ijem su rubu d() propisani rubni uvijeti
koje mora zadovoljiti partikularno rjeSenje u(t,x)|yq = f(x,t,u, Uy, Uxy,...). Posebno,
ako je u(t,x) odnosno vremenski ovisno tada zadajemo pocetni uvjet odnosno u(0, x)
koje mora biti uskladeno s rubnim uvjetima.
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TIako postoji veliki broj rubnih uvjeta koji se mogu koristiti, postoji relativno maleni
broj koji se redovito koristi:

m Dirichletov uvjet, propisuje se funkcijska vrijednost na dijelu ruba domene 0.

u=g(x,t) na a()

® Neumannov uvjet, propisuje derivaciju u smjeru normale na rubu domene

ou
I g(x,t) na (),

B Robinov rubni uvjet, na rubu propisuje

u

au—i—ban:g

na d()3

Rubni uvjeti mogu biti kombinirani, odnosno na jednom dijelu domene zavisna
varijabla # mozZe zadovoljavati Dirichletov uvjet u jednom jednom dijelu granice a
Neumannov uvjet na ostatku domene.

Primjer 5.3.4 Na primjeru jednadZbe provodenja topline moZemo demonstrirati zada-
vanje razlicitih uvjeta:

Tt = kax/

gdjeje x € O =1[0,1] CR it € [0,7] gdje je koeficijent termalne vodljivosti k = 0.5.
Ova PDJ moZe predstavljati model koji prati promjenu temperature u tankom Stapu
jedini¢ne duljine.

U jednom kraju Stapa x = 0 mozemo staviti Dirichletov rubni uvjet na sljedec¢i na¢in

T(t,0) = sin(10¢).

Ovakav rubni uvjet propisuje oscilaciju na pocetnoj tocki $tapa i ta vrijednost ne ovisi
o drugim tockama i samoj PD].

Na drugom kraju Stapa moZemo zadati Neumannov uvijet izolacije odnosno:

oT

—(t,1) =0.

5y (1)

Vrijednost u desnom kraju ovisi o unutarnjim tockama domene i po¢etnom uvijetu.
Da bi ova jednadZba bila zadana u potpunosti, moramo postaviti pocetni uvijet.

Potrebno je obratiti pozornost na uskladenost rubnih i pocetnih uvjeta:

T(0,x)=x

Lako moZemo provjeriti da su u lijevom kraju rubni uvjeti uskladeni te da u desnom
kraju domene nije potrebno posebno namjestati rubne probleme.
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Dobro postavijen problem
Francuski matematic¢ar Jacques Hadamard dao je karakterizaciju dobro postavljenog
problema. On je smatrao da modeli kojima se opisuju fizikalne pojave moraju imati

1. rjeSenje

2. rjeSenje mora biti jedinstveno
3. rjeSenje mora neprekidno ovisiti o pofetnim i rubnim uvjetima i ostalim parame-
trima sustava.

Dobro postavljeni problemi su jednadZbe Sirenja topline ili Laplaceove ili Poisso-
nova jednadzba koje se smatraju prirodno postavljenim problemima. Iako je problem
dobro postavljen, on moze biti loSe uvjetovan odnosno, njegov kondicijski broj je
visok. Kod lose postavljenih ili loSe uvjetovanih problema, numeric¢ke aproksimacije
pravog rjeSenja mogu imati velike pogreske i ¢esto nije moguce posti¢i konvergenciju
ka pravom rjesenju.

Lose postavljeni problemi su ¢esto inverzni problemi kod kojih je osjetljivost na
pogreske ili perturbacije u rjeSenju velika.

Jedinstvenost nije uvijek osigurana kod nekih jednadzbi, ali u tom slucaju mora
postojati jasan kriterij koji daje jedinstvenost rjeSenja. Taj kriterij je ¢esto neki fizikalno
opravdani dodatni uvjet kao Sto je uvjet povecanja entropije.

Elipticke PDJ
Laplaceova jednadzba
Au=0

je jednostavani i tipican primjer elipticke jednadzbe koja se pojavljuje u primjenama.
Rjesenje Laplacove jednadZbe se moze opisati pomoéu harmonijskih funkcije i javljaju
se kao rjeSenja problema u teorijama koja se bave skalarnim i vektorskim poljima kao
S$to je mehanika fluida, termodinamika i elektromagnetizam.

U termodinamici, Laplaceova jednadZba je stacionarno rjeSenje jednadZbe provode-
nja topline.

Osim ove homogene, Cesto se pojavljuje i Poissonova jednadZba

Au=f.
Teorem 5.3.1 Princip maksimuma Ako je Au=0na Qiu € C?(Q)NCY(Q) tada je

i < < .
;reggu(y) Su(x) < ;relgéu(y), x€Q (5.56)

Ako vrijedi Au > 0 na () tada je u konstanta ili je
u(x) <maxu(y), xe€Q (5.57)
y€a)
Korolar 5.3.1 — Jedinstvenost. Dirichletov problem Laplaceove jednadZbe moZe imati
najvise jedno rjeSenje.
Korolar 5.3.2 — Jedinstvenost. RjeSenja Neumannovog problema za Laplaceovu jed-
nadZbe se razlikuju na konstantu.

Teorem 5.3.2 — Sferna simetrija. Neka je B(x,r) C Q) kugla radijusa r oko x tada za
rjeSenje Laplaceove jedndZbe vrijedi da je u(x) jednako srednjoj vrijednosti na rjeSenja
u kugli odnosno:
1 1
u(x) = udo = —/ udV, 5.58
( ) P(aB(x,T’))Tlrnfl /aB(x,r) P(aB(x,T’))T” B(x,r) ( )

gdje je P(0B(x,r)) povrsina sfere.
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5.4 Metoda linija

Stefan Ivi¢

Metoda linija je opca tehnika za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
(PDE) koje obi¢no koriste konacne razlike za aproksimaciju prostornih derivacija dok
se u vremenu rijeSava kao sustav obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi (po jedna za svaku
tocku prostorne diskretizacije).

Za ilustraciju i detaljnije pojaSnjenje ove metode koristit ¢e se primjena metode na
problem nestacionarnog progrijavanja stapa. Parcijalna diferencijalna jednadzvba koja
opisuje promjenu temperature duZz osi Stapa i u vremenu je:

oT 0’T

5 = P32 (5.59)
Lijevi rub je izoliran i u toj tocki vrijedi Neumannov rubni uvjet:

oT

), 0 (5.60)

Na desnom rubu zadana je konstantna temperatura i vrijedi Dirichleov rubni uvijet:

T|, =0 (5.61)

Osnovna ideja metode linija je da se parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (5.59)
svede na sustav obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi.

Diskretizacijom prostorne koordinate (Slika ) te aproksimacijom kona¢nim
razlikama, vrijedi:

0°T T(x+ Ax) —2T(x) + T(x — Ax)
2 = . (5.62)
x Ax

" W s Slika 5.11

ghost point . . ) Prostorna diskretizacija metodom

/ =1 i1 1 i+ =M kona¢nih razlika
=
x=0 - x=1L

JednadZba (5.62) vrijedi za svaku unutarnju diskretizacijsku to¢ku i ovisna je o
susjednim toc¢kama:
0T,  Tiy1 —2Ti+ Ty

— =D , i=2,...,n—1. 5.63
ot AxZ ! n ( )

Na lijevom rubu, iz (5.60) vrijedi:

T, =T, (5.64)
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pa se moze korigirati jednadzbu za prvu tocku:

0T T, —2T1 + Ty T,—T
21 _p —D . .
ot Ax? Ax? (565)
Desni rub se ne mjenja u vremenu, pa u krajnjoj tocki vrijedi:
oT,
=0. 5.66
Y (5.66)

Jednadzbe (5.62), (5.65) i (5.66) tvore sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koje
se moZe rjeSiti prikladinim rjeSavacem.

Python kod 5.9 Primjer rjeSavanje provodenja topline kroz stap pomocu metode linija

from scipy import =

from scipy.integrate import x

from matplotlib.pyplot import =
from matplotlib.animation import =x

nx = 50

x = linspace(0, 1, nx)

A = diag(ones(nx)*(-2.0), k=0) + \
diag(ones(nx-1)x1.0, k=1) + \
diag(ones(nx-1)*1.0, k=-1)

Resetiraj jednadzbu za prvu i zadnju tocku
A[0,:]1 =0
A[-1,:]1 =0

Prva tocka: izolacija dT0/dx = 0 ==> T_-1 =T_0
dTo/dt = kx(T_1 - 2*xT_0 +T_-1)/dx"2
= kx(T_1 - T_0)/dx"2
A[0,0] = -1
A[0,1] 1

Zadnja tocCka: fiksna temperatura dT/dt = 0

A[-1,-1] =0

dx=0.1;
k=0.01;
nt = 11
t = linspace(0.0, 100., nt)

TO = sin(x*pi)
print shape(dot(A,T0))

Postavi sustav 0DJ]
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def dT_dt(T, t):
dT = (k/dx*x2.0)*dot(A,T)
return dT

Rjesi sustav 0DJ]

rez = odeint(dT_dt, TO, t)

Crtanje i animacija rjesenja

figl = figure()

lineGeom, = plot([1, []1, 'r-’", lw=2)
titl = title('’)

def update_line(i):
lineGeom.set_data(x, rez[i,:])
titl.set_text('t=%f" % t[i])

return

anim = FuncAnimation(figl, update_line, nt, interval=1000, repeat_delay=0)
show()
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Optimizacija funkcije jedne varijable

Stefan Ivi¢

Zadatak jednodimenzionalne optimizacije je da za zadanu funkciju f(x) pronade
optimum funkcije odnosno ekstrem, koji moZe biti minimum ili maksimum. S obzirom
da se minimizacijski problem lako moZe pretvoriti u maksimizacijski i obrnuto, ako
znamo da vrijedi:

max f(x) = —min (—f(x)), (6.1)

daljnji tekst u ovom poglavlju uglavnom ¢e se baviti samo problemom minimizacije.

Kod definicije optimizacijskog problema, osim funkcije f(x) potrebno je i zadati
prostor pretraZivanja (). To je podrudje na kojem traZimo optimalni x: x € (. Kod
funkcija realnih varijabli, razlikujemo:

m Ograniceni prostor pretrazivanja Q) = [x,, Xp),

B Neograniceni prostor pretraZzivanja (2 = IR.

1) Napomena
= Prostor pretrazivanja ovisi o promatranom problemu odnosno o tome $to opti-
mizacijska varijabla x predstavlja. Za lakSe razumijevanje, navodimo nekoliko
inZenjerskih primjera:
B Ukoliko je varijabla x debljina lima, tada njenu vrijednost traZzimo u smisle-
nim tehnologki uvjetovanim granicama (npr. x € [0.1,50] mm).

B Ako varijabla x predstavlja relativni tlak, ¢ija vrijednost predstavlja razliku
od nekog referentnog tlaka i moze biti pozitivna ili negativna, tada npr.
moZemo postaviti prostor pretrazivanja x € [—10,10] bar.

B Ako je predmet optimizacije zakrivljenost nekog luka moZzemo formulirati
problem tako da x predstavlja polumjer R nekog kruznog luka. S obzirom
da polumjer ne mozZe biti negativan, vrijedi x € [0,0].

Razlikujemo globalni i lokalni minimum, a analogno vrijedi i za maksimum
(Slika 6.1). Globalni minimum, je tocka za koju je funkcijska vrijednost najmanja
na cijelom promatranom prostoru pretrazivanja (), a moze se definirati kao x* za koji
vrijedi:

f(x*) < f(x), Vx € Q. (6.2)

Lokalni minimum ima vrlo sli¢nu definiciju, ali funkcijska vrijednost x* je najmanja
samo u svojoj okolini [x* —¢,x* + ¢]:

f(x*) < f(x), Vx € [x*" —gx* +¢] (6.3)

gdje ta okolina, definirana sa ¢, moZe (ali ne mora) biti vrlo mala. Isti uvjet je zadovoljen
i za globalni minimum, pa je svaki globalni minimum ujedno i lokalni.

Iz matematicke analize poznato je da je vrijednost derivacije funkcije u ekstremu
jednaka nuli. Medutim, to ne znaci da je tocka u kojoj je derivacija funkcije jednaka
nuli nuzno ekstrem. Takve tocke nazivamo stacionarne tocke, koje mogu biti sedla
(tocke infleksije) ili ekstremi (minimum ili maksimum).
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Dakle, stacionarne tocke su sve tocke koje zadovoljavaju tzv. nuZan uvjet ekstrema:

df(x) _
=0 (6.4)

a pomocu druge derivacije mozemo preciznije odrediti $to stacionarne tocke predstav-
ljaju (dovoljan uvjet ekstrema):

2

d°f(x) > 0 = minimum funkcije,
dx?

d*f(x) e D o

=0 == potrebno testirati vrijednosti visih derivacija,

dx?
2

df(x) < 0 = maksimum funkcije.
dx?

A

/) ® Stacionarne tocke, g =0

dx

Maksimum
Minimum, lokalni

Minimum, globalni

\/

Slika 6.1 Stacionarne tocke

Upravo ove teoretske postavke mogu se iskoristiti u numerickim metodama za
optimizaciju 1D funkcija. No, ¢esto upotreba derivacije u optimizaciji predstavlja prejak
zahtjev jer je derivacija nepoznata ili ju je “preskupo” pribliZzno izra¢unavati. Stoga se
numericke metode za 1D optimizaciju ¢esto oslanjaju na neke druge informacije, slicno
kao i kod rjeSavanja nelinearnih jednadZzbi. Inicijalna tocka xg za koju se pretpostavlja
da je blizu rjeSenja (minimuma) x* Cesto se koristi u optimizacijskim metodama. Neke
pak optimizacijske metode koriste unaprijed zadani prostor pretraZivanja odnosno
interval [x,,x,] u kojem traZe minimum. Pod pretpostavkom da je evaluacija funkcije
racunalno zahtjevan zadatak, cilj je uvijek da optimizacijska metoda u $to manje koraka
pronade minimum ili tocku u bliskoj okolini minimuma.

Metoda zlatnog reza

Kao i kod rjeSavanja nelinearnih jednadZbi, najjednostavnije metode za optimizaciju
realne funkcije jedne varijable su metode ogradivanja. Jedna od najjednostavnijih
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metoda ogradivanja je metoda zlatnog reza, koja moze uspjesno pronaéi lokalni opti-
mum neprekidne funkcije na zadanom intervalu [x,, x;], a zahtjeva samo moguénost
evaluacije funkcije f(x) za bilo koju to¢ku na intervalu [x,, x;].

Metoda zlatnog reza je iterativna metoda koja u svakoj iteraciji racionalno dijeli
interval pretraZivanja te ga potom suZava i na taj nacin postiZe konvergenciju k
ekstremu funkcije.

Promatrajmo minimizaciju funkcije f(x) kako bi se definirala metoda zlatnog reza.
Posto na temelju rubnih to¢aka [x,, x;] i jedne tocke djeljenja ne mozemo odrediti nacin
suZavanja promatranog podintervala, potrebno je koristiti dvije totke djeljenja [x.,x,4].
Tada se za sljedec¢u (i 4 1) iteraciju moZe zadrZati onaj podinterval koji “na sredini”
sadrZi onu tocku djeljenja koja ima manju funkcijsku vrijednost odnosno:

SN i), x)] akoje f(x) < f(x)

v (i) ()
E% ,xbl |  usuprotnom.

(6.5)

Kod unimodalne funkcije (tj. funkcije koja ima samo jedan ekstrem — u ovom
slu¢aju minimum) ovakav nam nacin suZavanja promatranog intervala omogucuje
konvergenciju ka globalnom minimumu funkcije, dok kod multimodalnih funkcija
(funkcije sa viSe ekstrema) ne garantira pronalazak globalnog minimuma, ali osigurava
konvergenciju ka nekom od lokalnih minimuma.

(i) (i)],

Nakon 8to je definiran mehanizam ogradivanja tj. suZavanja intervala [xai /X,
potrebno je odrediti na¢in odredivanja medutocaka [xgl),xg)]. Posto postoji nebrojno
mogucénosti kako da se podjeli promatrani interval, razmotrit ée se neki zahtjevi koji
utje¢u na odredivanje medutocaka, a omogucavaju brzu konvergenciju metode. Ti

zahtjevi su:

B U svim podjelama, nakon prvog koraka, iskoristiti postoje¢u medutocku te
uvoditi samo jednu novu medutocku u svakoj sljedecoj iteraciji.

m Osigurati simetri¢nu raspodjelu medutocaka u svakoj iteraciji.

® Neka su omjeri razmaka izmedu tocaka isti u svakoj iteraciji.

Pretpostavimo da je zadani pocetni interval [x,EO),x§°)]. Kako bi zadovoljili uvjet si-
metrije, srediSnje tocke moraju jednako biti udaljene od bliZze im rubne tocke. Relativnu
udaljenost sredisnjih to¢aka od bliZih rubnih (narancaste linije na Slici 6.2) moZemo

(0) (0)):

dobiti dijeljenjem s obzirom na ukupnu $irinu pocetnog intervala (x,’ — x,

0) _ ,.(0) (0) (0)

. . |
p_xéo)—xéo) _xlgo)—xflo)' (6.6)

Slijedi da relativni razmak izmedu dvije srednje tocke (plave linije na Slici 6.2) mora
biti:

(6.7)

Ako pretpostavimo da je inicijalni interval ogradivanja definiran kao [xéo),x,(,o)],

(1) ) (1) (0)

onda za funkciju na Slici uzimamo nove granice x, © = Xx¢ ', X, ° = X, ', a posto



6.1 Optimizacija funkcije jedne varijable 257

A
f(x)

Funkcija f(x)

® Poznate tocke funkcije f(x)

rYy

X4,0 Xc,0 X4.0 Xp,0
L @
Xa,1 Xc Xd1 Xp,1
o———©O
Xg2 X2 Xd2 Xb,2
o————©@

Slika 6.2 Dijeljenje intervala pretraZivanja u metodi zlatnog reza

Zelimo zadrzati postojeée tocke, sredisnja tocka je 2 = xéo). Nova tocka dijeljenja xfil)

nalaziti ¢e se negdje izmedu tocaka xgl) i xl(,l) .

Tocke u prvoj iteraciji moraju zadovoljavati iste omjere udaljenosti sredisnje tocke
od bliZe rubne i ukupne Sirine intervala. To moZemo iskazati pomoc¢u relativnih
razmaka:

p_1-2p
i (6.8)
Sto je zapravo kvadratna jednadZba
p?=3p+1=0. (6.9)
Cije je rijeSenje
+
po? 2\@ (6.10)

odnosno p; = 2.611348 i p, = 0.381966. Posto se traZena tocka nalazi u promatranom
intervalu, jedini¢na udaljenost p mora biti manja od 1, pa u obzir uzimamo samo
rjeSenje p = 0.381966, koje predstavlja relativnu udaljenost srednje tocke od bliZe rubne
tocke intervala ogradivanja.

1) Napomena
Za relativnu udaljenost tocke dijeljenja od udaljenije rubne tocke 1 — p = 0.618034
vrijedi:

1 1-p 1445
ql)_l—p_ o 2

gdje je ¢ tzv. konstanta zlatnog reza ili omjer zlatnog reza.

=1.618039887... (6.11)
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Konaéno, mozemo odrediti izraze za ra¢unanje sredi$njih to¢aka. Ukoliko je

f (x) < f (xt(;)), tada za sljedecu iteraciju preuzimamo postojece totke iz intervala
[ (i) (i)]:

Xo', X,
NS NG
£ — 50 (6.12)
xt(1i+1) .0

dok se nova lijeva sredi$nja toc¢ka izracunava kao:

A = () ) (613

Analogno, kadaje f (xgi)) > f (x{gli)) preuzimamo postojece tocke iz intervala [xéi),xg)]:

(i+1) (i)

Xy =X
xéiﬂ) = xéi) (6.14)
2D xéi)

dok se nova desna sredi$nja tocka dobiva po izrazu:

x‘(1i+1) _ x£i+1) _p- (xéiﬂ) B x{gi+1)). (6.15)

U svakoj iteraciji metode zlatnog reza duljina intervala pretraZivanja se smanjuje
za faktor (1 — p). Vrlo se jednostavno moze prikazati da je $irina intervala ogradivanja
nakon k koraka jednaka

5 —x) = (1= p) () 27, (616)

§to znadi da je konvergencija metode zlatnog reza linearna i to sa konstantom (1 —p) =
0.61803.

Bisekcija

Jednostavna metoda za traZenje nul-tocke funkcije, kao 5to je metoda bisekcije (po-
glavlje ), moZe se prilagoditi da rjeSava minimizacijski problem ukoliko se u nju
“ugradi” koriStenje derivacije funkcije.

Djeljenjem intervala [xfll),xl(;)] na pola, tockom dijeljenja xgl), na raspolaganju imamo
tri tocke. Medutim, ne moZe se donijeti ispravna odluka o suZavanju promatranog
intervala samo na temelju koordinata te tri tocke. Koristenje tocaka iz prethodnih
iteracija (¢ime bi dobili ukupno Cetiri tocke) svelo bi metodu na nesto slicno metodi
zlatnog reza (poglavlje ), ali uz puno manju ucinkovitost zbog neracionalnog
dijeljenja intervala.

Medutim, poznavanjem derivacije funkcije u toc¢ki dijeljenja znamo stranu prema
kojoj funkcija pada te moZemo pouzdano odrediti koji od dva podintervala bisekcije
odabrati:

) D) () 2] za f(x) > 0

7 b . .
6, 6]

(6.17)
u suprotnom.

Ovakva odluka glede suZavanja intervala ogradivanja je legitimna, posto zbog
derivacije funkcije pouzdano znamo u kojem smjeru funkcija pada, iz ¢ega mora
slijediti da u odabranom podintervalu postoje tocke koje su niZe od rubnih (Slika 6.3).
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f(x Funkcija f(x)

® Poznate tocke funkcije f(x)

ry

X1 X1 Xc,3 Xc,2 Xp,1

Slika 6.3 Koristenje metode bisekcije i derivacije funkcije za rjeSavanje problema minimizacije

Optimizacija pomoc¢u modula SciPy

Modul scipy.optimize sadrzi pregrst funkcija za rjeSavanje jednodimenzionalnih op-
timizacijskih problema (optimizaciju funkcije jedne varijable) ali i za viSedimenzionalne
probleme.

Osnovna funkcija namijenjena iskljucivo za 1D optimizaciju je minimize_scalar:

scipy.optimize.minimize_scalar(f, bracket=None)

gdje je f funkcija ¢iji se minimum traZi, a neobavezni argument bracket su granice
intervala ogradivanja [x,,x;| zadane kao lista ili tri inicijalne to¢ke x, < x; < x. isto
zadane kao lista.

Naprednija varijanta namijenjena visedimenzionalnoj optimizaciji je funkcija minimize
koja podrzava desetak razli¢itih optimizacijskih metoda koje se biraju argumentom
method:

scipy.optimize.minimize(f, x0, method=None)

Funkcija minimize ne prima pocetni interval nego pocetno odnosno priblizno pretpos-
tavljeno rjeSenje x0.

Primjer koriStenja naredbi minimize scalar iminimize prikazan je u izvornom
kodu 6.1, a dobiveni rezultati vizualizirani su na Slici

Python kod 6.1 TraZenje minimuma funkcije pomo¢u funkcija iz modula SciPy

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.optimize as opt

def f(x):
return np.sin(x - np.sqrt(x) + 0.5) / (x**2 + np.cos(x)) + x / 100.0

X = np.linspace(0, 20, 300)
plt.plot(x, f(x))
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print(’'minimize_scalar(f)’)
minl = opt.minimize_scalar(f) # bez definiranog intervala ogradivanja
print(minl)

print(’\nminimize_scalar(f, [0, 0.5])")
min2 = opt.minimize_scalar(f, [0, 0.5]) # sa definiranim intervalom ogradivanja
print(min2)

print(’\nminimize(f, 0.5)")
min3 = opt.minimize(f, 0.5) # u okolini tocke x=0.5
print(min3)

print(’\nminimize(f, 5.0)")
mind = opt.minimize(f, 5.0) # u okolini tocke x=5.0
print(min4)

# Crtanje minimuma

plt.plot(minl.x, minl.fun, ‘o', label='x0=0.5")
plt.plot(min3.x, min3.fun, '0’, label='x0=5.0")
plt.legend()

minimize_scalar(f)

fun: 0.038254785470055071
nfev: 10

nit: 9

success: True

X: 5.7944748536953847

minimize_scalar(f, [0, 0.5])
fun: 0.24159953818268828
nfev: 21

nit: 20

success: True

Xx: 0.28288315393167446

minimize(f, 0.5)

fun: 0.24159953818271054

hess_inv: array([[ 0.75702895]])

jac: array([ 2.47731805e-071)

message: 'Optimization terminated successfully.’

nfev: 21

nit: 5

njev: 7

status: 0

success: True

x: array([ 0.28288333])

minimize(f, 5.0)

fun: 0.03825478554541462
hess_inv: array([[ 50.21686664]])
jac: array([ -1.71968713e-061)
message: 'Optimization terminated successfully.’
nfev: 21

nit: 5

njev: 7

status: 0

success: True

x: array([ 5.7943872])
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Slika 6.4
TraZzenje minimuma funkcije po-
moc¢u metoda iz SciPy modula
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Linearno programiranje

Sinisa DruZeta

Linearno programiranje (LP) je matematicka metoda pronalaska optimuma line-
arne funkcije viSe varijabli postujuci ogranicenja zadana linearnim nejednakostima i
jednakostima.

Linearno programiranje je razvijeno kao disciplina u 1940-ima, u po¢etku motivi-
rano zbog potrebe za rjeSavanje sloZenih problema planiranja u ratnim operacijama.
Njegov razvoj ubrzano raste u poslijeratnom razdoblju, kad mnoge industrije pronalaze
korisne primjene linearnog programiranja.

Iako je problem linearnog programiranja formulirao jo$ Fourier, jedna od prvih
prakti¢nih upotreba imao je ruski matematicar ( ) u pokusaju poboljsa-
nja ekonomskih planiranja 1939. godine u SSSR-u.

Definicija LP problema

Problem linearnog programiranja moZe se razluciti na funkciju cilja te na ogranicenja.
Funkcija cilja je linearna jednadZba n varijabli (x1,x2, ..., x,) definirana koeficijentima
c1,C2,...,Cy.

n
f(x],xz,...,.Xn) = Zci : xi (6'18)
i=1

Jednadzba ( ) moZe se zapisati u vektorskom obliku:
f(x)=c-x (6.19)

gdje je x = [x1 x2 ... x4]T vektor varijabli, a ¢ = [c; ¢3 ... ¢, vektor koeficijenata linearne
jednadzbe. Vektor x € () C R" predstavlja optimizacijske varijable za koje se traZi
optimalno rjeSenje x* za koje vrijedi

f(x*) < f(x), Vxe Q (6.20)

Ogranicenja problema se mogu zadati kao sustav linearnih nejednadzbi:

IN

by

Apy - X1 +ap - Xo+...+ay-x, < by

a1 - X1+ ap-Xo+ ...+ a1, X

(6.21)

IN

Al * X1 F dpo - X2+ oo+ A+ X b,

gdje je m broj ogranic¢enja. NejednadZbe se mogu zadavati sa razli¢itim operato-
rima usporedivanja (> i <), a promjena operatora se moZe posti¢i mnoZenjem cijele
nejednandzbe sa -1.

Sustav linearnih nejednadzbi (6.21) se moZe jednostavnije zapisati vektorski

A-x<b (6.22)

Osim ogranicenja zadanih nejednakostima, ograni¢enja se mogu zadati i linearnim
jednadZbama:
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di1-x1+dp-x+...+diy-xp = e
d21-x1+d22-x.2+...+d2n-xn = e (6.23)
dpr X1 +dp -2+ ... +dp-xn = ¢

gdje je p broj ogranicenja. U vektorskom zapisu sustav linearnih jednadZbi ogranicenja
(6.23) moZe se zapisati kao

Aeq X =Dbeq (6.24)

gdje su d;; elementi matrice sustava A.q, a ¢; elementi vektora desne strane begq.

1) Napomena

~ Ako je potrebno, ograni¢enja zadana jednadbama mogu se uvijek svesti na
nejednadZzbe, jer opcenito vrijedi da je zahtjevati a = b isto kao i istovremeno
zahtjevatia > bia <b.

Osobine i logiku LP problema ¢emo detaljno pokazati na jednom jednostavnom
primjeru, preuzetom iz ( ) i prilagodenom.

Primjer 6.1 Proizvodac igracaka ima dva proizvoda: vojnike i vlakove. Troskovi
rada u proizvodnji jednog vojnika iznose 14 €, a troskovi materijala 10 €. Kod vlaka,
troskovi rada su 10 €, a troskovi materijala 9 €. Prodajna cijena vojnika je 27 €, a
vlaka 21 €.

Proizvodnja ovih igrac¢aka zahtjeva dvije vrste rada: grube radove i zavrsne
radove. Jedan vojnik zahtjeva 1 sat grubih radova i 2 sata zavrsnih radova, dok
je za jedan vlak potreban 1 sat grubih i 1 sat zavr$nih radova. Proizvoda¢ ima
neogranicen izvor materijala, ali u jednom tjednu ima kapacitet za samo 80 sati
grubih radova i 100 sati zavrsnih radova.

PotraZnja na trzistu igracaka za vlakovima daleko prelazi proizvodne kapacitete
proizvodaca, ali se zato vojnika prodaje ne viSe od 40 komada tjedno. Proizvoda¢
Zeli maksimizirati zaradu na tjednoj bazi. n

Prvi korak u rjeSavanju LP problema je odredivanje varijabli. Varijable su oni
parametri problema na temelju kojih se moZe izraziti kona¢ni cilj (u ovom slucaju
profit) i uz to izreéi sve vazne tvrdnje, tj. zadana ograni¢enja odnosno veze izmedu
varijabli. Imaju¢i to na umu, definirati ¢emo varijable na sljede¢i nacin:

x1 - broj komada vojnika proizvedenih u jednom tjednu

X2 - broj komada vlakova proizvedenih u jednom tjednu
Funkcija koju u ovom slucaju Zelimo maksimizirati predstavlja profit i glasi:

f(x1,x2) = (zarada od vojnika) + (zarada od vlakova)
= ((novac od prodaje vojnika) — (troskovi proizvodnje vojnika))
+ ((novac od prodaje vlakova) — (troskovi proizvodnje vlakova))
= (27— (14+10)) - x1 + (21 — (10+9)) - x,
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Sto ispada
f(x) =3x1 + 2xp.

Ovako formulirana funkcija cilja o¢ito nema maksimum; uveéavanjem x; i x;
dobijemo po Zelji veliku zaradu. (Sa druge strane, iz zadatka je o¢ito da x; i x; ne
mogu biti negativni, pa je najmanja moguca zarada min f (x) = f(0) = 0.) Iz tog razloga
ovaj zadatak ne bi imao smisla bez ograni¢enja, a njih ima nekoliko:

(1) maksimalno 80 sati grubih radova tjedno
(2) maksimalno 100 sati zavrsnih radova tjedno

(3) maksimalno 40 komada vojnika prodano tjedno

Sva tri ograni¢enja moZemo lako formulirati upotrebom varijabli x; i xp. Za
ogranicenje (1) imamo:

(sati grubih radova za vojnike) + (sati grubih radova za vlakove) < 80
1x; +1x <80

Analogno, za ogranicenje (2) imamo:

(sati zavrsnih radova za vojnike) + (sati zavr$nih radova za vlakove) < 100
2x1 4+ 1xp, <100

Konacno, ogranicenje (3) zapisujemo kao:
X1 S 40

Dodamo li na ovo ogranic¢enje nenegativnosti xj i xo, dobijemo cijeli set ogranicenja za
promatrani linearni problem:

X1+ x2 <80

2x1 + xp <100
x1 <40
x1 >0
JC220

S obzirom da se ovdje radi o prili¢no jednostavnom LP problemu sa samo dvije
varijable, moZemo ga cak i graficki rijesiti. Za to je potrebno prvo na grafu oznaciti
pravce koji oznacavaju ogranicenja kako je to prikazano na Slici 6.5. Prostor unutar
obojanog poligona oznacava prostor u kojem se nalaze kombinacije vrijednosti varijabli
x = (x1,x2) koje ispunjavaju sva ogranicenja.

Kod LP problema optimum je uvijek na jednom od vrhova poligona koji opisuje
prostor moguéih rjeSenja. U naSem primjeru to su istaknute tocke na Slici 6.5. Pitanje je
sada koja od ovih to¢aka daje maksimum funkcije cilja f(x). Odgovor mozemo dobiti
tako da primijetimo da za neku izabranu zaradu Z funkcija cilja f(x) = 3x; + 2x,
postaje pravac 3x1 + 2x2 = Z, koji se moZe nacrtati na grafu, kako je to i prikazano za
Z =100 na Slici 6.5. Sada moZemo ovaj pravac jednostavno “translatirati” u smjeru
veceg Z (gore-desno) dok ne ostane samo jedna toc¢ka na pravcu koja je ujedno i unutar
prostora mogucih rjesenja.

Na taj na¢in moZzemo pronaci da se optimum nalazi u tocki (20,60), $to zna&i da
je optimalno rjeSenje xj = 20,x; = 60, za koje se dobije zarada f(x*) = 180. Drugim
rije¢ima, ako proizvodac proizvodi 20 komada vojnika i 60 komada vlakova tjedno,
imat ¢e maksimalnu zaradu, koja iznosi 180 € tjedno.
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Slika 6.5
X Graficki prikaz LP problema pro-
izvodnje igracaka

\

X1

6.2.2 Rjesavanje LP problema pomocu SciPy modula
Naravno, ako bi problem bio sloZeniji odnosno imao vise od dvije varijable, svakako
ga ne bismo graficki rjeSavali, nego bi koristili neki od gotovih ra¢unalnih rjesavaca.
Za upotrebu gotovih rjeSavaca najc¢esée je potrebno matri¢no zapisati funkciju cilja i
ogranicenja.
To znadi da ako Zelimo rijesiti nas$ primjer moramo pripremiti vektor koeficijenata
funkcije cilja:

c=[3 2],

matricu sustava nejednakosti:

1
1

A=11 0|
0

0 -1

te vektor desne strane sustava nejednakosti:

80
100
b= 140
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Ovdje smo posljednja dva retka u sustavu nejednadzbi pomnozili sa (-1), da bi sve
nejednadZbe koristile isti znak (<).

Ovdje ¢emo za rjeSavanje linearnih problema koristiti Linprog funkciju, koja se
nalazi u modulu scipy.optimize i u osnovnoj varijanti se koristi na sljede¢i nacin:

scipy.optimize.linprog(c, A_ub, b_ub)

gdje je c vektor koeficijenata funkcije cilja ¢ (za f(x) = c¢-x), A_ub matrica sustava
nejednakosti A, a b_ub vektor desne strane sustava nejednakosti b (za A -x <b).
Funkcija provodi minimizaciju, tj. podrazumijeva da se trazi min f(x).

Kao rezultat, Linprog vraca objekt sa viSe varijabli, s time da su za nas najvaznije
varijable success u kojoj imamo informaciju da li je rjeS8ava¢ uspio pronaci rjesenje i
varijabla x u kojoj dobijemo vektor rjeSenja x.

S obzirom da linprog provodi minimizaciju, a na$ problem optimalne proizvodnje
igracaka zahtjeva maksimizaciju, moramo funkciju cilja transformirati na nacin da je
pomnoZzimo sa (-1), pri ¢emu je dovoljno da vektor ¢ pomnoZimo sa (-1). Podsjetimo se
da u svakom trenutku moZemo maksimizacijski problem pretvoriti u minimizacijski i
obrnuto, ako znamo da vrijedi:

max f(x) = —min(—f(x)).

Programski kod koji prikazuje rjeSavanje naseg zadatka pomocu funkcije Linprog
iz modula scipy.optimize dan je u nastavku (Python kod 6.2).

Python kod 6.2 Primjer rjeSavanja LP problema maksimizacije protoka u sustavu

import numpy as np
from scipy.optimize import linprog

-np.array([3, 21)

A = np.array([[1, 1],
[2, 11,
[1, o],
[-1, o],
[, -111)
b = np.array([80, 100, 40, 0, 0])

solution = linprog(c, A_ub=A, b_ub=b)
if solution.success:
print(solution.x)
print(-np.dot(c, solution.x))
else:
print(’rjesavac¢ nije dosao do rjesenja!’)

6.2.3 RjeSavanje LP problema pomoc¢u PuLP modula

PuLP je Python modul namijenjen za rjeSavanje problema linearnog programiranja.
Izvorni kod je dostupan na a dokumentacija na

Primjer koriStenja modula PuLP dan je u izvornom kod 6.3, gdje se vidi jednostav-
nost i elegancija definiranja problem linearnog programiranja pomoc¢u PuLP modula.
Varijabla danog problema definira se pomoc¢u naredbe LpVariable gdje se varijabli
dodjeljuje ime te gornja i donja granica (eng. bounds). Pomoc¢u LpProblem definira se


https://github.com/coin-or/pulp
https://pythonhosted.org/PuLP/#
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problem, odnosno da li je problem minimizacijski (LpMinimize) ili maksimizacijski
(LpMaximize). Potom se na definirani problem nadodaju (pomocu operatora +=) ogra-
nicenja i cilj koji su definirani artimeti¢kim (linearnim!) vezama izmedu optimizacijskih
varijabli te pravilima nejednakosti/jednakosti u slucaju ogranicenja. Konac¢no, linearni
se problem rijeSava pomocu solve () metode (funkcija u LpProblem objektu).

Python kod 6.3 Primjer rjeSavanja LP problema pomoc¢u modula PuLP
from pulp import =

x
1l

LpVariable("x", 0, 3)
LpVariable("y", 0, 1)

<
]

prob = LpProblem("myProblem", LpMinimize)
prob += -4xx +y

prob += x + y <= 2
prob += x ==y

status = prob.solve()

print(LpStatus[status])
print(value(x))
print(value(y))

6.2.4 Prakticni primjeri LP problema

Primjer 6.2 Linearno programiranje se tradicionalno koristi za u¢inkovitu organiza-
ciju posla, odnosno ekonomi¢no zadovoljavanje potreba za radnom snagom. Ovdje
¢emo na primjeru pokazati kako izgleda postupak rjeSavanja problema rasporediva-
nja posla (work-scheduling problem).

Razmotrimo problem postanskog ureda (iz ( )) za koji
postoje razlicite potrebe za radnom snagom za svaki dan u tjednu (Tablica 6.1). Pri
tome propisi traze da svaki zaposlenik mora raditi pet uzastopnih radnih dana,
nakon ¢ega ima pravo na dva dana odmora. Ako su svi radnici zaposleni na puno
radno vrijeme, potrebno je odrediti minimalni broj radnika koji mogu zadovoljiti
potrebe ureda.
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Tablica 6.1
Potrebe postanskog ureda za radnom snagom

Dan R. br. Potrebno radnika
Ponedjeljak 1 17
Utorak 2 13
Srijeda 3 15
Cetvrtak 4 19
Petak 5 14
Subota 6 16
Nedjelja 7 11

Kod problema koji se mogu rjeSavati linearnim programiranjem nerijetko je najteze
uopce postaviti problem. To znadi ispravno odrediti varijable odnosno odrediti koji
parametri problema su temeljni, a koji su samo posljedice ovih prvih. U promatranom
primjeru, prva ideja na koju ljudi obi¢no dodu je da se varijable definiraju kao x; - broj
radnika koji rade na i-ti dan. U tom slucaju funkcija cilja glasi:

f(x) =x1+x2 + x3 + X4 + X5 + X6 + X7,

gdje se trazi min f(x), a ogranicenja koja slijede iz tablice 6.1 i uvjeta nenegativnosti
varijabli glase:

x1 > 17
xp, > 13
x3 > 15
x4 > 19
x5 > 14
x¢ > 16
x7 > 11
x>0

Ovo o¢ito nije dobro definiran linearni problem. Kao prvo, funkcija cilja ne daje ukupni
broj zaposlenika, jer je npr. radnik koji radi od ponedjeljka do petka ukupno pet puta
zastupljen u cjelokupnoj sumi, jednom u x;, drugi put u x; i tako jos u x3, x4 i xs.
Nadalje, iz re¢enoga slijedi da su varijable medusobno zavisne, a njihove veze nisu
definirane u sklopu sustava nejednakosti odnosno ogranic¢enja. U kona¢nici, za ovako
postavljen problem rjeSenje neizbjeZno mora biti x; = 17, x, = 13, x3 = 15, itd., sto
znadi da optimizacije tu prakticki i nema.

Stoga je za ovaj tip problema klju¢no primijetiti da je, s obzirom da svi radnici
u ciklusu 5+2 (tj. rade pet dana nakon ¢ega imaju dva dana odmora), daleko bolje
razmisljati ne o broju radnika koji rade na odredeni dan, nego o broju radnika koji
pocinju raditi na odredeni dan. Tako je xq broj radnika koji po¢inju raditi ponedjeljkom,
rade do petka, a subotom i nedjeljom ne rade. Dalje, x, predstavlja broj radnika koji
pocinju raditi utorkom, rade do subote, a nedjeljom i ponedjeljkom ne rade, itd. do
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x7 koja predstavlja radnike koji poc¢inju raditi nedjeljom, rade do etvrtka, a petkom i
subotom ne rade.
Uz ovako definirane varijable, funkcija cilja ponovno (ali sada ispravno) glasi:

f(x):xl—l—xz—l—x3+x4+x5+x6+x7,

gdje oni radnici koji svoj radni ciklus pocinju npr. srijedom (x3) nisu istovremeno
prisutni u preostalim varijablama (x1, x2, x4, X5, X6, X7).

Sada je jednostavno ustvrditi da npr. srijedom rade oni koji svoj radni ciklus pocinju
ponedjeljkom, utorkom, srijedom, subotom i nedjeljom, t;.

X1+XZ+X3+X6+X7215.

Shodno tome, cjeloviti sustav nejednakosti ograni¢enja za problem rasporedivanja
posla u postanskom uredu glasi:

X1 +x4+x5+X6+x7>17
X1+x2 +x5+x6+x7>13
X1+x2+x3 +x6+x7>15
X1+X2+X3+X4 +x72>19
X1+x2+x3+x4+X5 >14
Xo+x3+x4+X5+X¢ >16
X3+x4+x5+x6+x7>11
x >0

RijeSimo li ovaj linearni problem, pronac¢i ¢emo da je najmanji broj zaposlenika
min f(x) = 22.33, §to se moZe ostvariti za x; = 6.33, x, =5, x3 = 0.33, x4 = 7.33, x5 =0,
X6 =3.33 i x7 =0. S obzirom da ljude ne moZemo dijeliti na tre¢ine, poslodavac bi
tipi¢no za svaku necjelobrojnu varijablu mogao usvojiti prvu vecu cijelu vrijednost, no
time se moZe bitno udaljiti od optimuma (za ovaj primjer broj radnika bi porastao na
25). Zbog toga se za rjeSavanje linearnih problema sa strogo cjelobrojnim varijablama
koriste specijalni rjeSavaci, kojima se ovdje necemo baviti.

Primjer 6.3 Linearno programiranje se moZe Koristiti i za skupinu problema koji se
svode na problem maksimizacije protoka u sustavu (maximum flow problem). Kod
takvih problema traZi se nacin kojim se moZe kroz neki sustav odnosno mrezu
(puteva, cijevi, komunikacijskih veza, ...) provesti $to ve¢u koli¢inu nekog medija
(robe, fluida, informacija, ...).
Uzmimo problem maksimizacije protoka na naftovodu (

( ))- Naftovodna mreZa se moZe pojednostavljeno prikazati kako je to dano na
Slici 6.6, gdje tocke oznacavaju naftovodne stanice (¢vorista), brojevi u zagradama
oznacavaju kapacitet svake pojedine grane (u milijunima barela na sat), a tocke S i
F oznacavaju ulazni i izlazni ¢vor sustava. TraZimo optimalne protoke po granama
koji ¢e dati maksimalni protok kroz cijeli sustav, odnosno najbrzu isporuku nafte
od tocke S do tocke F.
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Prvi korak u definiranju linearnog problema je definicija varijabli. Zadatak traZi da
odredimo protoke po granama $to znaci da moramo Kkoristiti varijable x; ; definirane
kao protok kroz granu koja povezuje tocku i i j. Da bi upotrebom ovako postavljenih
varijabli mogli definirati funkciju cilja i cijeli linearni problem, moramo uvesti jos$ i
zamisljenu vezu povratnu vezu izmedu izlazne i ulazne tocke xr s, kako je to prikazano
na Slici

Slika 6.6
Shema naftovodnog sustava

Slika 6.7
4) Shema naftovodnog sustava sa do-
danom povratnom vezom

(2) )

Sada moZemo ustvrditi da funkcija cilja glasi:

f(x) =xps,

gdje je x = [xs1 X520 X12 X153 X2 F X3 XFs|T, a traZimo max f(x). Primijetimo da jedino
varijabla xr s uopée utjete na funkciju cilja f(x). To naravno ne zna¢i da ostale varijable
nemaju utjecaja, no njihov utjecaj je prisutan posredno i to preko medusobnih veza
izmedu varijabli koje proizlaze iz “zakona o¢uvanja mase” za svaki ¢vor. Naime, u
svakom ¢voru mora vrijediti da ona koli¢ina medija koja je u njega usla mora i iz njega

izadi, tj. za i-ti ¢vor vrijedi:
2_%ij =0
j

Dakle, ako se u sustavu nigdje ne zadrzava ni ne gubi nafta, linearni problem
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maksimizacije protoka kroz naftovodnu mrezu ima sljedec¢a ograni¢enja:

X5y <2

Xs2 <3

X12 <3

x13 <4

Xop <2

x3r <1

Xps = Xs1+ Xs2

Xs1 =X12 +X13
Xs2 + X12 =XoF

X1,3 = X3,F
Xo,F + X3 F = XF,3

1) Napomena
Primijetimo da su ova ogranicenja definirana sustavom nejednadzbi i sustavom
jednadZzbi. Kao takva, moraju se odvojeno zadavati u koriStenom rjeSavacu. Ako
rjeSavac inzistira na upotrebi nejednadzbi, moramo sve jednadZbe ogranicenja
prevesti u nejednadZzbe (a = b pretvoritiua > b, a <D).

Ako ¢emo za rjeSavanje ovog linearnog problema koristiti Linprog paket iz modula
scipy.optimize onda moramo problem definirati pomoéu vektora i matrica. To znaci
da moramo pripremiti vektor koeficijenata funkcije cilja:

c=[0 00000 1],

matricu sustava nejednakosti:

o O O o O -
o O O O =+, O
S © O = O O
o O B, O ©O ©
o = O O O O
_ O O O O O
o O O o o o

vektor desne strane sustava nejednakosti:

_ N bR W W DN
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kao i matricu sustava jednakosti:

1 10 0 0 o0 1]
1 0 -1 -1 0 0
Ay=10 1 1 0 -1 0 0]~
0 0 0 1 0 -1 0
0 0o 0 0 1 1 -1

i pripradni vektor desne strane sustava jednakosti:

o
xQ
=
I
o o o o o

Osim toga potrebno je dodati informaciju da vrijedi i x > 0, §to se moze uciniti
prosirivanjem sustava A - x < b ili zadavanjem parametra bounds u rjeS8avacu Linprog.

Cjeloviti programski kod koji rjeSava ovaj zadatak upotrebom linprog rjeSavaca
iz modula scipy.optimize dan je u nastavku (Python kod 6.4). Ovdje koristimo
funkciju linprog u malo naprednijoj varijanti:

scipy.optimize.linprog(c, A_ub, b_ub, A_eq, b_eq, bounds)

gdje, osim ¢, A_ub i b_ub, zadajemo i matricu sustava jednakosti A_eq (koja odgovara
A.q) i vektor desne strane sustava jednakosti b_eq (koji odgovara beq), gdje vrijedi
Aeq - X = beq. Osim toga, ogranicenje x > 0 zadano je upotrebom varijable bounds.

Python kod 6.4 Primjer rjeSavanja LP problema maksimizacije protoka u sustavu

import numpy as np
from scipy.optimize import linprog

c = -np.array([0, 0, 06, 6, 0, 0, 1])
A = np.array([[1, 06, 0, 0, 0, 0, O],
[6, 1, 06, 0, 0, O, O],
[6, 0, 1, 0, 0, O, O],
[6, 0, 6, 1, 0, O, O],
[6, 0, 6, 0, 1, O, O],
[6, 0, 0, 0, 0, 1, 0]])
b = np.array([2, 3, 3, 4, 2, 1])
Aeq = np.array([[-1, -1, 0, O, O, O, 1],
[1, 0, -1, -1, 0, 0, 0],
[6, 1, 1, 0, -1, 0, 0],
[6, 0, 6, 1, 0, -1, O],
[6, 0, 6, 0, 1, 1, -111)

beq = np.zeros(5)
limit = [(®, np.inf)]l*np.size(c)

solution = linprog(c, A_ub=A, b_ub=b, A_eq=Aeq, b_eq=beq, bounds=1imit)
if solution.success:
print(solution.x)
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print(-np.dot(c, solution.x))
else:
print(’rjesavac¢ nije dosSao do rjesenja!’)

Jedno moguce rjeSenje ovog linearnog problemaje xs1 =2, x50 =1, x10=1,x13=1,
Xop =2, x3r =1 te xpg = f(x) =3, §to je prikazano i na Slici

Slika 6.8
1(4) Optimalni transport nafte na zada-
nom naftovodu

1(1)
2(2) 1(3)

13 212

Iz rezultata sa Slike 6.5 vidljivo je da se po liniji S =2 — F zbog kapaciteta veze
2 — F mozZe dostaviti maksimalno dva milijuna barela na sat, a gornjom linijom
S —+1 — 3 — F dodatno jos najviSe jedan milijun barela na sat, zbog uskog grla 3 — F,
$to ¢ini ukupno maksimalno tri milijuna barela koje se moZe transportirati kroz cijelu
mrezu.

Primjer 6.4 Teretni zrakoplov ima tri odjeljka za teret: prednji, centralni i straznji
odjeljak. Odjeljci zrakoplova imaju ogranicenja s obzirom na masu i volumen tereta
koji mogu prihvatiti (Tablica 6.2).

Tablica 6.2
Ogranienja dopustene mase i volumena u odjeljcima zrakoplova

Odjeljak Dopustena masa tereta [t] Skladisni prostor [m3]
Prednji 10 68
Centralni 16 87
Straznji 8 53

Masa tereta rasporedenog po odjeljcima mora biti proporcionalna dopustenoj
masi tereta za te odjeljke kako bi se zadrzao balans zrakoplova.

Za transport zrakoplovom su dostupne Cetri vrste tereta, koji svaki ima specifici-
ranu masu, obujam i profit (Tablica 6.3).
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Tablica 6.3
Ogranicenja dopustene mase i volumena u odjeljcima zrakoplova

Teret Masa [t] Obujam [m3/t] Zarada [€]
C1 18 4.80 310
2 15 6.50 380
C3 23 5.80 350
C4 12 3.90 285

Bilo koja koli¢ina tereta je prihvatljiva. Cilj je pronaci koliko svakog pojedi-
nog tereta treba ukrcati te kako ih distribuirati u odjeljke zrakoplova kako bi se
maksimizirao ukupan profit leta.

Potrebno je odrediti mase svakog od ¢etri vrste tereta koje treba ukrcati u svaki od
tri odjeljaka. Neka je x;; masa tereta i koji se ukrcava u odjeljak j.

x = (X11,X12, X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33, X41, X42, X43 )

U zrakoplov se ne moZe ukrcati viSe tereta nego Sto ga ima na raspolaganju. To
vrijedi za svaku od Cetri vrste tereta.

x1+x2+x3 <18
Xo1+xn+x3 <15
Xz1+x3p+x33 < 23
g1+ X+ x43 <12

Dopustena ukupna masa tereta u svakom odjeljku ne smije biti prekoracena.

X1+ X1 +x31+x1 < 10
Xio+ X0 +xp+xpp < 16

X3+ x3+x33+x3 <8

Prostorni (volumni) kapaciteti odjeljaka odreduje koli¢ine tereta koji se mogu
ukrcati.

4.80x17 + 6.50x71 + 5.80x31 +3.90x41 < 68
4.80x12 + 6.50x77 + 5.80x3p +3.90x4, < 87

4.80x13 4+ 6.50x23 + 5.80x33 +3.90x435 < 53

Da bi se zadovoljio balans masa po odjeljcima i stabilnost zrakoplova, mase u
odjeljcima moraju biti proporcionalne.

X11+ X1 +X31 + X1 Xpo+ X2+ X2+ Xgp X3+ X3 + X33 + X43
10 n 16 n 8
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Potrebno je maksimizirati ukupni profit ostvaren prijevozom tereta.

f) =

X11 + X12 + X13

X1 + X2 + X23

—~ o~ o~ o~

).
).
x31 + X32 + X33) -
).

X41 + X420 + X43

310
38
35
285

0
0

_|_
+
+

Cjeloviti programski kod koji rjeSava ovaj zadatak upotrebom modula PuLP dan je
u nastavku (Python kod 6.5).

Python kod 6.5 RjeSavanje problema transportnog zrakoplova pomoé¢u modula PuLP

from p

x11l =
x12 =
x13 =

x21 =
X22 =
x23 =

x31 =
x32 =
x33 =

x41 =
x42 =
X43 =

prob =

prob += (x11 + x12 + x13)*310

ulp import x

Lpvariable("x11", 0O
LpVariable("x12", 0
LpVariable("x13", 0

—_ — —

LpVariable("x21", 0
LpVariable("x22", 0
LpVariable("x23", 0

—_— — —

LpVariable("x31", 0
LpVariable("x32", 0
LpVariable("x33", 0

—_— — —

LpVariable("x41", 0
LpVariable("x42", 0
LpVariable("x43", 0

—_— — —

LpProblem("Plane Cargo", LpMaximize)

+
(x31 + x32 + x33)*350 +

prob += x11 + x12 + x13 <= 18
prob += x21 + x22 + x23 <= 15
prob += x31 + x32 + x33 <= 23
prob += x41 + x42 + x43 <= 12

prob += x11 + x21 + x31 + x41 <=
prob += x12 + x22 + x32 + x42 <=
prob += x13 + x23 + x33 + x43 <=

prob += 4.80xx11 + 6.50*x21 + 5.80*x31 + 3.
prob += 4.80%x12 + 6.50%x22 + 5.80%x32 + 3.
prob += 4.80%x13 + 6.50%x23 + 5.80%x33 + 3.

prob +=
prob +=

status

= prob.solve()

(x11 + x21 + x31 + x41)/10
(x12 + x22 + x32 + x42)/16 =

10
16

(x21 + x22 + x23)%380 + \
(x41 + x42 + x43)%285

(x12
(x13

+ X22 + Xx32 + x42)/16
+ X23 + x33 + x43)/8
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print(’Status:’, LpStatus[status])

for v in prob.variables():
print(v.name, "=", v.varValue)

print("Total profit = ", value(prob.objective))
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Analiza u uvjetima neizvjesnosti

Sinisa DruZeta

U ovom poglavlju bavimo se optimizacijom u uvjetima neizvjesnosti. Pod time
podrazumijevamo situacije u kojima ishode odredenih procesa ne moZemo uzeti kao
sigurne, nego tek sa odredenom vjerojatnoséu, opcenito p < 1.

Kriteriji odlucivanja
Svi smo imali situacije u kojima smo morali donijeti vazne odluke, pri ¢emu nismo bili
sigurni u sve faktore koji su utjecali na odluku (ili ih nismo savr$eno poznavali). U
tim slucajevima obi¢no bismo se vodili intuicijom, tj. takve probleme bi rjesavali “po
osjecaju”.

U ovom poglavlju bavimo se metodama koje nam omogucuju da odluke u uvjetima
neizvjesnosti donosimo racionalno i sistemski. Postoji viSe pristupa odluc¢ivanju u
uvjetima neizvjenosti, Sto ¢emo pokazati na sljede¢em primjeru.

Primjer 6.5 Uzmimo problem nabave novina na kiosku, preuzet iz

( ) i prilagoden. Zadatak nam je odluciti koliko ¢emo primjeraka odredenih
novina naruciti, pri ¢emu ne znamo koliko éemo ih uspjeti prodati. Recimo da
neprodane novine ne mozemo vratiti natrag dobavljacu i da nam svaki primjerak
novina u nabavi kosta 2 €, a prodajna cijena mu je 2.50 €. Po iskustvu znamo da ne
moZemo prodati viSe od 10 komada, dok takoder znamo da ¢emo sigurno prodati
barem 6 komada. Osim toga, koliko smo po iskustvu uspjeli procijeniti, jednaka je
vjerojatnost da éemo prodati 6, 7, 8, 9 ili 10 komada. n

Matemati¢kim jezikom izre¢eno, imamo skup moguc¢ih ishoda S = {6,7,8,9,10}
(broj trazenih komada), sa vjerojatnostima ps = p7 = ps = pg = p19 = 1/5 odnosno p; =
0.2 za sve ishode s; € S. Na$ zadatak je izabrati najbolju opciju iz skupa mogucih odluka
A ={6,7,8,9,10} (broj naru¢enih komada). Moguce nagrade za svaku kombinaciju
(ai,s;) mogu se izratunati kao zarade r;; = 2.5 - min(a;,s;) — 2 - a; i dane su u Tablici

L. Tablica 6.4
Naruéeno a; Potraznja 5 Moguca zarada na kiosku od pro-
6 7 8 9 10 daje novina
6 3 3 3 3 3
7 1 3.5 3.5 3.5 3.5
8 -1 1.5 4 4 4
9 -3 -0.5 2 4.5 4.5
10 -5 -2.5 0 25 5

Nije potrebno razmatrati odluke o narudzbi 5 ili manje komada, jer bi u tom slucaju
sigurno nedostajalo novina s obzirom na potraZnju, tj. za bilo koji ishod s; zarada
bi bila sigurno manja od zarade postignute sa narucenih 6 komada. Analogno, nije
potrebno razmatrati odluke o narudzbi 11 ili vise komada, jer bi u tom slucaju sigurno
ostalo neprodanih primjeraka, tj. za bilo koji ishod s; zarada bi bila sigurno manja od
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Tablica 6.5 Maximin kriterij na primjeru kioska

Naruceno a; Najgori ishod s; Najmanja moguca zarada 151]161r51(r1])
6 6,7,8,9,10 3
7 6 1
8 6 -1
9 6 -3
10 6 -5

zarade sa naruc¢enih 10 komada.
U nastavku razmatramo kriterije na temelju kojih bi mogli racionalno i sistemski
donijeti odluku o narudZbi novina odnosno izabrati najpovoljniji A;.

Maximin kriterij.

Konzervativno, oprezno razmisljanje nas upucuje da izaberemo onu odluku ¢iji najlosiji
ishod je najbolji od svih najlosijih mogucih ishoda drugih odluka (maximin). Drugim
rije¢ima, medu opcijama A traZimo opciju a5+ za koju vrijedi da je

glei?(rbest,j) = max <I;16i?(7’i,j)> : (6.25)
Dakle, za svaku mogucu odluku 4; pronademo njoj pripadnu najmanju nagradu ;
te medu njima izaberemo onu odluku koja ima najve¢u od svih najmanjih mogucih
nagrada. Na nasem primjeru kioska proveden je takav prora¢un u Tablici 6.5, iz kojeg
se vidi da je po maximin kriteriju najbolje izabrati opciju 4; = 6, tj. naruciti 6 primjeraka
novina.

Maximax kriterij.

Mogli bi se voditi i druk¢ijom, vise “pohlepnom” logikom, po kojoj bi recimo najbolje
bilo izabrati onu odluku ¢iji najbolji ishod je najbolji od svih mogucih ishoda (maximax).
Znaci da u tom slu¢aju medu opcijama A traZzimo opciju a5 za koju vrijedi da je

S;€ES a4, €A\ s;€S

max(rbest,j) = max (max(r,-l]-)> = max(ri,]-). (6.26)

Jednostavno medu svim moguéim ishodima pronademo najbolji moguéi ishod (Tablica

) i izaberemo onu odluku za koju je on mogué. Iz tablice je jasno da maximax kriterij
preporuca naruciti 10 komada novina, jer smo jedino tako u moguénosti ostvariti
maksimalnu zaradu max(r;;) = 5.

Minimax Zaljenja.

Ovaj kriterij je ponesto suptilniji od do sada opisanih kriterija. On koristi ideju
propustene prilike da bi njenom minimizacijom dosao do najbolje odluke. Postupak
primjene kriterija minimax Zaljenja pocinje tako da za svaki ishod s; € S pronademo
akciju a; € A koja daje najbolju nagradu te onda za sve preostale akcije i taj isti ishod
izracunamo “Zaljenje”, tj. propusteni dobitak

lii= gleazf(ri,]-) —1j, za svaki s; € S. (6.27)
Vrijednosti Zaljenja /;; za na$ primjer dane su u Tablici 6.7. Sada jednostavno na

vrijednostima Zaljenja primijenimo minimax kriterij odnosno nademo onu odluku koja
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Tablica 6.6 Maximax kriterij na primjeru kioska

Naruceno a; Najbolji ishod s; Najve¢a moguca zarada Ig;g;((ri,]-)
6 6,7,8,9,10 3
7 7,8,9,10 35
8 8,9,10 4
9 9,10 4.5
10 10 5

Tablica 6.7 Izra¢un Zaljenja na primjeru kioska

“ PotraZnja s;
Naruceno a; )3 5j

6 7 8 9 10
6 3-3=0 35-3=05 4-3=1 45-3=15 5-3=2
7 3-1=2 35-35=0 4-35=05 45-35=1 5-35=15
8 3—(-1)=4 35-15=2 4-4=0 45-4=05 5-4=1
9  3-(-3)=6 35-—(—05)=4 4-2=2 45-45=0 5-45=05
10 3-(-5)=8 35—(-25)=6 4-0=4 45-25=2 5-5=0

¢e u najgorem ishodu dati najmanje Zaljenja. Formalnim jezikom, medu opcijama A
trazimo opciju apes; za koju vrijedi da je

rsnein(lbest,]-) = min (max(ri,]')> . (6.28)

j S a,€A S]'ES

U nasem primjeru iz Tablice 6.8 vidljivo je da za narucenih 6 i 7 primjeraka novina
najveée moguce Zaljenje (ili bolje re¢eno propustena zarada) iznosi 2 €, $to je najmanja
vrijednost medu svim opcijama. Stoga moZemo zakljuéiti da je u naSem primjeru po
kriteriju minimax Zaljenja najbolje naruditi 6 ili 7 primjeraka novina.

Ocekivana vrijednost.

Ovaj kriterij se vrlo ¢esto koristi za donoSenje tehnickih i poslovnih odluka. Za
svaku odluku izra¢unava se o¢ekivana nagrada kao srednja vrijednost dobiti za sve
(jednako vjerojatne) ishode. Ovdje treba napomenuti da za izra¢un po kriteriju ocekivane
vrijednosti nije nuzno da svi ishodi imaju jednaku vjerojatnost i upravo je to razlog
zasto se ovaj kriterij Siroko upotrebljava. Dakle, o¢ekivanu vrijednost za odluku g;

Tablica 6.8 Minimax Zaljenja na primjeru kioska

Naruéeno a; Najgori ishod s; Najvec¢e moguce Zaljenje I;gé((li'f>
6 10 2
7 6 2
8 6 4
9 6 6
10 6 8




6.3.2

280 Poglavlje 6. Optimizacijske metode

. L. . Tablica 6.9

Naruceno a; Ocekivana vrijednost ¢; Otekivana vrijednost na primjeru
6 (3+3+3+3+3)/5=3 kioska
7 (14+35+354+35+35)/5=3
8 (-1+15+4+4+4)/5=25
9 (=3—-05+2+45+45)/5=15
10 (-5-25+0+25+5)/5=0

izra¢unavamo po izrazu

e; = Z pjrz-,j. (629)

S]'ES

Za primjer kioska vrijednosti ocekivane vrijednosti dane su u Tablici 6.9, gdje se vidi
da bi po ovom kriteriju najbolji izbor bilo naru¢iti 6 ili 7 novina.

Kao $to je ve¢ receno, cesto se tehnicke, poslovne i ine odluke donose bez primjene
ovdje opisanih kriterija. Sa druge strane, kao izgovor za to cesto se javlja argument
da su problemi sloZeniji od npr. ovdje promatranog problema nabave novina za
prodaju na kiosku. Stoga ¢emo se u nastavku baviti teorijom korisnosti, koja nudi jos
napredniju metodologiju za donosenje odluka u uvjetima neizvjesnosti.

Teorija korisnosti

Ovdje ¢emo izloziti Von Neumann - Morgenstern koncept teorije korisnosti (utility
theory) koji omogucuje donosenje sloZenih odluka u uvjetima neizvjesnosti.

MoZemo zamisliti opcenitu neizvjesnost koja ima n mogucih ishoda sa pripadnim
nagradama r;, gdje svaki ishod ima vjerojatnost p;. Takva situacija zove se lutrija i
moze se zapisati kao L = (p1,71; p2,12; - Pn,Tn), ili dijagramom:

4]

,Q’\

2
2

.

T'n

Jedan takav primjer bila bi situacija u kojoj smo stavili novo staklo na prozor koje je
kostalo 500 € i procjenjujemo vjerojatnost da ¢emo tijekom naredne godine dana morati
ponovno stavljati novo staklo na p = 0.01 (1% Sanse), s time da takoder procjenjujemo
da je nemoguce da ¢emo morati dva ili viSe puta stavljati novo staklo tijekom naredne
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godine dana. U tom slucaju troskovi za staklo za taj prozor za narednu godinu dana
iznose L = (0.99,—500; 0.01, —1000) odnosno:

-500
09

-1000

Uzmemo li sada da smo suoceni sa izborom izmedu dviju lutrija; na primjer netko
nam nudi sigurnih 100 €, ili pak da bacamo nov¢i¢ za moguci dobitak od 300 €. To bi
mogli zapisati ovako:

L 100
0
Ay
L
2 1
300

Postavlja se pitanje koja je lutrija bolja odnosno povoljnija za nas. Iako nam izra¢un
ocekivane vrijednosti govori da je lutrija L, bolja od lutrije L; (e; =1 -100 = 100,
e = 0.5-300 + 0.5 - 0 = 150), mnogi bi ipak rade izabrali “vrapca u ruci” odnosno
lutriju L.

Da bi mogli odrediti koja lutrija je bolja za nas, moramo prvo definirati pojam
ekvivalentne lutrije. Naime, moguce je da je nekome bas savrSeno svejedno da li ¢e
izabrati lutriju L, ili lutriju Ly, jer su po njegovoj procjeni to potpuno jednako dobre
opcije za njega. U tom slucaju lutrije L; i L, proglasavamo ekvivalentnim lutrijama,
Sto zapisujemo kao L = L.

Kao sto je sada ve¢ ocito, procjena povoljnosti svake lutrije, pa tako i procjena o
ekvivalentnosti dviju lutrija, u principu je individualna i ovisi o onome tko donosi
odluku. To moZe biti jedna osoba, grupa ljudi (npr. uprava tvrtke) ili nekakav algoritam
odnosno ra¢unalni program.

Postupak koji ¢emo ovdje opisati omogucuje da izmedu vise razlic¢itih lutrija izabe-
remo onu najpovoljniju za nas. Da bi to bilo mogu¢e moramo ih u¢initi usporedivim,
odnosno moramo ih na neki nacin rangirati.

Primjer 6.6 Uzmimo kao primjer zadatak sa cetiri lutrije iz

(2004):

Lq 100
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300
%
Ly
&‘
0
1
Lj 0
5
09%®
L
4 00,
-100

Na ovom primjeru odmah moZemo primijetiti da je lutrija L apsolutno povoljnija od
lutrija L3 i L4, no nije na primjer jasno tko je povoljniji izmedu lutrija L3 ili L4 niti kako
se L, odnosi prema lutrijama L i Ly. Von Neumann - Morgenstern pristup koji ¢emo
ovdje opisati daje odgovore na sva takva pitanja.

Postupak izbora najbolje lutrije po¢inje tako da se iz svih lutrija ukupno izdvoje
globalno najpovoljniji ishod ;.. = max(r;) i najnepovoljniji ishod 7, = min(r;). U
nasem slucaju to su 7y = 300 i 74, = —100. Za sve ostale ishode r;, osoba koja
odlucuje (ili grupa ljudi, sustav, algoritam) mora odrediti vjerojatnost u; za koju bi ove
dvije lutrije bile ekvivalentne, tj. jednako povoljne.

Tako za r1 = 100 (jedini ishod iz L) traZimo vjerojatnost u; takvu da vrijedi:

= L/(100

300
) 1.
&‘

-100

Recimo da dobijemo odgovor da je u; = 0.9, $to znaci da vrijedi:

= Ll(loo

y 300
)
&‘

-100

odnosno da je osobi koja odlucuje potpuno svejedno da li ¢e dobiti sigurnih 100 €, ili
se kockati izmedu dobitka od 300 € i gubitka od 100 €, ako bi vjerojatnost dobitka bila

0.9.
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Nadalje, recimo da za r, =5 (povoljniji ishod iz Ly), pripadajuca vjerojatnost u
ekvivalentnoj lutriji iznosi u; = 0.65, tj. osoba je indiferentna izmedu ovih dviju lutrija:

300

-100

1 /
L) 5 = L

Isto tako, za r3 = 0 (nepovoljniji ishod iz L; i jedini ishod iz L3) dobili smo odgovor da
je uz = 0.6 odnosno:

300
00
L ) L/ /
(0) 0 = o &‘

-100

Sada, koriste¢i dobivene informacije o u1, 13 i u3, mozemo postaviti ekvivalentne
lutrije L}, LY, L} i L} koje ¢e kao ishode imati samo #y,5x = 300 i 7y, = —100. Redom,
one izgledaju ovako:

I ! 100 L

L, 300

-100
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300
06°

0 9% 0.35

h
N
Il

L, -100
-100
-100

Lutrije L, i L] su sloZene lutrije, za razliku od lutrija koje imaju samo jedno
grananje, koje se nazivaju jednostavnim lutrijama. Kao sloZene lutrije, L), i L} se
mogu svesti na jednostavne, izra¢unavanjem ukupne vjerojatnosti za svaki od mogu¢ih
ishoda (a to su sada samo 7.y 1 7yip):

qi= Zpi”i- (6.30)

To znati da za lutriju L) ukupnu vjerojatnost dobitka 300 € izratunavamo kao g3 =
0.5+ 0.5-0.6 = 0.8, a ukupnu vjerojatnost dobitka -100 € kao g(_1gp) =0.5-0.4=10.2, 4.

. 300
////fl/////’ . 300
L, 300 ////fi/////’
05 ) o L/
04
-100
-100
Na isti nac¢in rjeSavamo i sloZzenu lutriju Lj:
300
0& 300
/ = L 0355
L4 0 -100 \

-100

Nakon ovako provedenog postupka dobili smo &etiri jednostavne lutrije L}, L, L} i
L), koje za ishode imaju 7yqy 1 7in 1 kao takve lako ih moZemo rangirati. Elementarna
logika upucuje nas na to da je lutrija koja ima ve¢u ukupnu vjerojatnost povoljnijeg
ishoda q(7max) u gjelini povoljnija. Na koristenom primjeru to znaci da je najpovoljnija
lutrija Ly sa q(*max) = 0.9, zatim lutrija Ly sa q(7max) = 0.8, zatim L4 sa q(7max) = 0.637
i kona¢no najnepovoljnija lutrija je L3 sa q(7max) = 0.6.

Dakle, Von Neumann - Morgenstern postupkom smo cetiri lutrije koje medusobno
nisu bile (potpuno) usporedive sveli na Cetiri ekvivalentne lutrije koje su medusobno
potpuno usporedive, $to nam omogucuje da medu njima izaberemo najpovoljniju.
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A Slika 6.9

u(r) Dobivena funkcija korisnosti za
1 dani primjer sa etiri lutrije

0.9 —

[ \ \
—100 05 100 300
(" min) ("max)

r

Rekapitulirajmo provedeni postupak opcenitim rijecnikom. Za svaku od nagrada
(ishoda) iz svih lutrija odredili smo vjerojatnost u(r) za koju je osobi koja odlu¢uje
potpuno svejedno da li ¢e sigurno primiti tu istu nagradu r ili ée se “kockati” izmedu
najbolje nagrade 7,y i najslabije nagrade r,,,, uz vjerojatnost dobitka najbolje nagrade

u(r). Dakle, za svaki ishod r postavljamo ekvivalentnu lutriju L’(r):

rmﬂx
Ly ————r = Ln 1.
l[(},)

V'min

i osobu koja odlucuje (ili grupu ljudi, sustav, algoritam) pitamo da nam procjeni u(r).
Vjerojatnost u(r) zove se korisnost (utility) i ako je definiramo kako je opisano otito
je da mora biti u(ryey) =1, kao i u(ryin) =0, jer u ta dva slucaja ne samo da vrijedi
ekvivalentnost L, )= L/(rm) 1Ly, = L’(rmin)/ nego su te lutrije upravo potpuno
jednake, t] L(,,Wx) = Ll(i‘max) i L(”min) = L/(rm’_n
biti i ekvivalentne.
Procjene u(r) za na$ primjer dane su u Tablici . Na temelju ovih podataka
mogli bi konstruirati krivulju; takva krivulja zove se funkcija korisnosti (Slika 6.9) i
ona nam moZe dati neke korisne informacije o osobi koja donosi odluke.

), asve jednake lutrije automatski moraju

Tablica 6.10

nagrada r__korisnost u(r) Korisnosti nagrada na analiziranom

-100 0 primjeru sa Cetiri lutrije
0 0.6
5 0.65
100 0.9
300 1

Uvidom u izgled krivulje korisnosti mozZemo zakljuciti da je osoba ¢&ija se krivulja
korisnosti nalazi iznad dijagonale koja povezuje totke (7i;,0) i (¥max, 1) nesklona
riziku, jer zahtjeva vec¢u sigurnost (tj. vece vjerojatnosti) da bi usla u nesigurnost
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umjesto prihvatila moguénost sigurnog dobitka. Analogno, osoba ¢&ija se krivulja
korisnosti nalazi u podrug¢ju ispod dijagonale moZe se proglasiti sklonom riziku, jer
veé za manje vjerojatnosti dobitka radije prihvaca nesigurnost nego siguran dobitak.
To moZemo izredi i geometrijski:

B osoba je nesklona riziku za strogo konkavnu u(r),

B osoba je sklona riziku za strogo konveksnu u(r).

Primjer 6.7 U nastavku dajemo programski kod koji rjeSava problem odredivanja
najpovoljnije lutrije za proizvoljan broj lutrija sa proizvoljnim brojem ishoda (Python
kod 6.6). PokuSajte ga iskoristiti da rijesite sljedeéi problem: u svoj proizvod moZzete
ugraditi uredaj prvog dobavljaca, koji ima 5% vjerojatnosti neispravnosti, a na
kojem cete zaraditi 90 €, ili uredaj drugog dobavljaca, koji ima 1% vjerojatnosti
neispravnosti, a na kojem ¢ete zaraditi 100 €; u slu¢aju nuZzne zamjene uredaja prvog
dobavljaca zaradit ¢ete u kona¢nici 50 €, dok ¢ete kod drugog dobavljaca u takvom
slu¢aju ostvariti gubitak od 1000 €; koji dobavlja¢ je povoljniji za vas? n

Python kod 6.6 Odredivanje najpovoljnije lutrije

format ulazne datoteke:
rl pl r2 p2 r3 p3 ... rn
(jedna lutrija po redu)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

filename = 'problem.txt’

retci = open(filename).read().splitlines()
L =11
for redak in retci:
lut = np.empty(0)
for x in redak.split(’ ’):
lut = np.append(lut, float(x))
lut = np.append(lut, 1 - np.sum(lut[1l::2]))
lutm = np.empty([np.size(lut)/2, 2])
lutm[:, 0] = lut[::2]
lutm[:, 1] = lut[1l::2]
L.append(lutm)

print(’problem:’)
for i in range(len(L)):

print('L’ + str(i+l) + ' ---")
lutm = L[i]
for j in range(np.size(lutm[:,0])):
print(’- ' + str(lutm[j,0]) + ' (' + str(lutm[j,1]) +’)")

r = np.empty(0)
for lutm in L:
r = np.unique(np.append(r, lutm[:,0]))
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rmax
rmin

np.max(r)
np.min(r)

# odrediti vjerojatnosti u za ekvivalentne sigurne ishode
print(’rjesavam:’)

u = np.empty(np.size(r))

for i in range(np.size(r)):

if r[i] == rmin:
uli] = 0.0
elif r[i] == rmax:
uli] = 1.0
else:

’

print(’sigurnih ’ + str(r[i]) + ili lutrija " \
+ str(rmax) + ' (u) / ' + str(rmin) + ' (1-u) ?")
uli] = input(’- svejedno mi je za u = ')

# odrediti najbolju lutriju
prmax = np.zeros(len(L))
for i in range(len(L)):

lutm = L[i]

for j in range(np.size(lutm[:,0])):

for k in range(np.size(r)):
if lutm[j, 0] == r[k]:
prmax[i] = prmax[i] + lutm[j, 1] * u[k]

best = np.where(prmax == np.max(prmax))[0][0]
print(’najbolja lutrija je L' + str(best+l) + \
" (u ="+ str(prmax[best]) + "))

# funkcija korisnosti

plt.plot(r, u)

plt.plot([rmin, rmax], [0, 1], '--")
plt.xlim([rmin, rmax])
plt.xlabel(’ishod r")
plt.ylabel(’vjerojatnost u’)
plt.title(’funkcija korisnosti’)
plt.show()
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Odredivanje najkra¢eg puta

Sinisa DruZeta

Jedan od karakteristi¢nih optimizacijskih problema je odredivanje najkraceg puta
(shortest path problem), gdje u nekakvoj mreZi to¢aka povezanih vezama trazimo najkraci
put izmedu dviju to¢aka. Matematicki naziv za takvu mreZu je graf, gdje razlikujemo
usmjerene grafove (gdje su tocke povezane samo u jednom smjeru) i neusmjerene
grafove (gdje su tocke povezane u oba smjera). Primjer jednog neusmjerenog grafa
dan je na Slici

Slika 6.10
Primjer neusmjerenog grafa

Za odredivanje najkraceg puta u mrezi moZe se koristiti Dijkstrin algoritam
(Edsger W. Dijkstra) iz 1956. godine. Ovaj algoritam predvida da svaka toc¢ka ima svoj
indeks i, a svaka veza ima duljinu d(i,j) > 0. Svakoj to¢ki na mreZi se pridruZzuje broj
x; koji se mijenja tijekom provodenja algoritma i u nekom trenutku se pretvara u trajni
broj X;. Najkraci put se u kona¢nici odreduje na temelju trajnih brojeva X;. Na mreZi
postoji ulazna (pocetna) tocka S i izlazna (krajnja) tocka F. Postupak koji pronalazi
najkraci put p prikazan je dijagramom toka na Slici

Ako uoc¢imo da udaljenosti izmedu to¢aka na mreZi ne moraju predstavljati isklju-
¢ivo geometrijske udaljenosti, nego bilo kakav napor ili trosak, onda postaje jasno
da odredivanje najkradeg puta mozZe biti korisno i u rjeSavanju problema koji nisu
geometrijske prirode. Na jednom takvom primjeru (iz ( )
pokazat ¢emo kako Dijkstrin algoritam funkcionira.

Recimo da smo u nekom trenutku kupili novi automobil po cijeni 24000 €. Godisnji
troskovi odrZavanja automobila za svaku godinu starosti automobila, kao i vrijednost
auta na trziStu dani su u Tablici . Radi jednostavnosti, recimo da novi automobil u
svakoj godini mozemo kupiti po inicijalnoj cijeni od 24000 €. Potrebno je minimizirati
ukupne troskove koriStenja takvog automobila u periodu od pet godina.

Tablica 6.11 Troskovi odrzavanja i vrijednost automobila

Godine starosti Godisnji troskovi odrzavanja ¢ Trzisna vrijednost v
0 4000 -
1 8000 14000
2 10000 12000
3 18000 4000
4 24000 2000
5 - 0
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Pocetnoj tocki S pridruZi pri-
vremeni broj xg = 0, ostalim
totkama j pridruzi x; = oo

Uzmi to¢ku i sa najmanjim
privremenim brojem x; i pre-
tvori njen broj u trajni X;

i

Za svaku tocku j koja je spojena
na tocku i izra¢unaj novi privre-
meni broj x; <~ min <xj, X; + d(i,j))

Sve tocke imaju

ne trajni broj X?
da
E Na popis p stavi F J
Pomakni se za Na popis p dodaj “uzvodnu” tocku
jednu to¢ku j koja je spojena na tocku i, a
“uzvodno”, i 4 j za koju vrijedi X; — X; = d(i, f)

|

Dostignuta

pocetna tocka,
ne j=8?

Preokreni popis p (tako da poéinje
sa tockom S i zavrSava sa to¢kom F)

Slika 6.11
Dijkstrin algoritam
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Problem mozemo formulirati kao problem najkrac¢eg puta, gdje ¢e tocke u mrezi
predstavljati pocetak i-te godine (i € {1,2,3,4,5,6}). Duljina veze d(i,j) reprezentira
ukupne troskove upotrebe automobila u tom periodu, tj. troSkove kupnje automobila
na pocetku i-te godine, troskove odrZavanja automobila do pocetka j-te godine i dobitak
od prodaje automobila na pocetku j-te godine. Drugim rije¢ima, ako automobil u
trenutku prodaje ima k = j — i godina, slijedi:

k—1
di =24000 + Y t, — vy, (6.31)
n=0

gdje dy = d(i,j) predstavlja tro$ak kori$tenja automobila u periodu od k godina, t,
je trosak odrZavanja automobila u n-toj godini starosti automobila, a vy vrijednost
automobila starog k godina.

Uzmemo li podatke iz Tablice , moZemo izracunati troSkove svih mogucih
strategija obnove automobila (iznosi su dani u tisu¢ama €):

d(1,2)=d; = 24+ (4)—-14=14
d(1,3)=dy, = 24+ (4+8)—-12=24
d(1,4)=d3 = 24+ (4+8+10)—4=42
d(1,5)=dy = 244+ (44+8+10+18)—-2=62
d(1,6) =ds = 24+ (4+8+10+18+24) —0=288
d2,3)=dy = 14
d2,4)=d, = 24
d(2,5)=d; = 42
d(2,6)=ds = 62
d(3,4)=d; = 14
d(3,5)=d, = 24
d(3,6)=d; = 42
d4,5)=dy = 14
d4,6)=d, = 24
d(5,6) =dy 14
Sada moZemo kreirati mreZu na Slici kao usmjereni graf na kojem tocke (¢vorovi)

odreduju pocetak i-te godine, a duljine veza d(i,j) oznaluju troskove upotrebe auto-
mobila od pocetka i-te godine do kraja j-te godine. Postavlja se pitanje koja strategija
obnove automobila je najbolja, tj. najjeftinija, odnosno koji “put” kroz mrezu ¢ée biti
najkraci. Da li mijenjati automobil svaku godinu, ili svake dvije, tri, Cetiri godine, ili
pak voziti jedan te isti automobil svih pet godina?

Prije pocetka provodenja Dijkstrinog algoritma potrebno je utvrditi da tocka 1
predstavlja pocetnu tocku S =1, a to¢ka 6 krajnju tocku F = 6. Nakon toga, prvi korak
algoritma kazuje da moramo pocetnoj tocki pridruZiti privremeni broj xs = 0, a svim
ostalim tockama pridruzimo x; = co. Sada, u petlji od drugog do cetvrtog koraka
metode pretvaramo najmanji privremeni broj u trajni i aZuriramo privremene brojeve
za sve preostale tocke, dok sve tocke ne dobiju trajni broj. Cijeli ovaj postupak sa svim
stanjima svih privremenih i trajnih brojeva prikazan je u Tablici , gdje su trajni
brojevi X otisnuti masnim.
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Slika 6.12 MreZa za minimizaciju troskova koristenja automobila

Tablica 6.12 Odredivanje privremenih i trajnih brojeva na mreZi za minimizaciju tros$kova koristenja
automobila

Ciklus postupka 1 2 3 4 5 6 Opis postupka
1 0 o o S [ [ inicijalizacija
2 0 00 00 00 00 00 minx; = x1 — X3
3 0 14 24 42 62 88 aZuriranje xp, X3, X4, X5, X
4 0 14 24 42 62 88 minx; = xp — Xp
5 0 14 24 38 56 76 azuriranje x3, X4, X5, X6
6 0 14 24 38 56 76 minx; = x3 — X3
7 0 14 24 38 48 66 azuriranje x4, X5, X¢
8 0 14 24 38 48 66 minx; = x4 — Xy
9 0 14 24 38 48 62 azuriranje xs, Xg
10 0 14 24 38 48 62 minx; = x5 = X5
11 0 14 24 38 48 62 azuriranje x
12 0 14 24 38 48 62 minx; = xg — Xg

Nakon $to smo proveli postupak odredivanja trajnih brojeva X za sve toc¢ke, mo-
Zemo krenuti sa formiranjem najkraceg puta p. Dijsktrin algoritam kaZe da krecemo
od krajnje tocke F = 6 i na popis dodajemo tocku za koju vrijedi X; — X; = d(i,]) i tako
dalje, dok ne stignemo do pocetne tocke S = 1.

Dakle, kre¢emo od tocke 6 i trazimo sljede¢u “uzvodnu” to¢ku; u ovom slucaju
odmah pronalazimo dvije moguce totke, to su totka 5 (X¢ — X5 =62 —48 =14 =d(5,6))
itocka 4 (Xg — X4 =62 — 38 =24 =d(4,6)). Formiramo odmah dva moguca popisa
p1=(6,5) i p» = (6,4). Nastavljamo dalje razvoj puta p; i pronalazimo sljede¢u totku,
a to je tocka 3 (X5 — X3 =48 — 24 =24 = d(3,5)) koju dodajemo na popis p1 = (6,5,3).
Kona¢no, na p; dodajemo jo$ i tocku 1 (X3 — X7 =24 —0=24=4d(1,3)), ¢&ime je popis p;
zavrseniglasi p; = (6,5,3,1). Sada se mozemo pozabaviti popisom p, gdje nastavljamo
“uzvodno” od tocke 4 i pronalazimo to¢ku 3 (X4 — X3 =38 — 24 =14 = d(3,4)) i tocku
2(Xg— Xp=38—-14=24=4d(2,4)). Tocku 3 dodajemo na popis p> = (6,4,3), a tocku
2 dodajemo na novi popis ps = (6,4,2). Da dovr§imo popis p» moramo jo§ pronaci
tocku 1 (X3 — X3 =24 —-0=24=4d(1,3)), a da dovrsimo popis p3 na njega takoder
moramo dodati tocku 1 (X, — X3 =14 — 0= 14 =d(1,2)). Time smo, uz p; dobili jo$
popise p» = (6,4,3,1) i p3 = (6,4,2,1).

Na samom kraju jo§ moramo preokrenuti popise. Na taj nac¢in u nasem slucaju
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mozemo formirati tri jednako kratka puta:
Bp:1-3->5=6,
Bp: 13246,
mp3:1—=-2—-4—-6.

Putevi py, p2 i p3 jednako su kratki i predstavljaju najkrace moguce puteve kroz
mrezu prikazanu na Slici . Analizom dobivenih puteva vidimo da je najekono-
micnije mijenjati automobil svake dvije godine. S obzirom da zadatak traZi da se
planiraju troskovi za period od pet godina, nije moguce cijeli period odraditi isklju¢ivo
u dvogodisnjim ciklusima. Zbog toga je neizbjeZno u nekom trenutku promijeniti
automobil nakon samo jedne godine (rjeSenje p; predvida da se to desi u zadnjoj
godini, po u Cetvrtoj godini, a p3 odmah u drugoj godini).



6.5

6.5.1

6.5 Pretrazivanje uzorkom 293

Pretrazivanje uzorkom

Stefan Ivi¢
Sinisa DruZeta

Optimizacija je tradicionalno bazirana na upotrebi derivacija, bilo izravnim izracu-
navanjem minimuma funkcije pomocu derivacije, ili koristenjem (to¢no ili priblizno
izratunatih) derivacija za odredivanje smjera spustanja prema minimumu iz neke
pocetne tocke. S obzirom da u realnim optimizacijskim problemima derivaciju funkcije
cilja ¢esto ne poznajemo, a njena aproksimacija je racunalno zahtjevna, razvijene su
metode za optimizaciju funkcije viSe varijabli koje ne koriste derivaciju. Takve metode
su razvijene u drugoj polovici 20. st. i zovu se metode direktnog pretraZivanja (eng.
Direct Search).

Jedna skupina metoda direktnog pretrazivanja su metode pretraZivanja uzorkom
(eng. Pattern Search), medu kojima je jedna od najjednostavnijih Nelder-Mead metoda,
poznata jo$ kao Downhill Simplex metoda ili Amoeba metoda.

Nelder-Mead metoda

Nelder-Mead metoda je tehnika za minimizaciju funkcije cilja u visedimenzionalnom
prostoru, koju su osmislili John Nelder i Roger Mead 1965. godine (
(1965)).

Nelder-Mead metoda koristi koncept simpleksa, $to je specijalni politop od n + 1
tocaka u n dimenzija. Politop je geometrijski oblik sa ravnim stranicama koji egzistira
u bilo kojem broju dimenzija. Poligon je politop u dvije dimenzije. Primjeri simpleksa
su duZina na pravcu (1D), trokut u ravnini (2D), tetraedron u prostoru (3D), itd. Moglo
bi se re¢i da je simpleks najjednostavniji politop koji ima istu dimenzionalnost kao i
prostor u kojem se nalazi (Slika ).

Slika 6.13
Simpleks u 1, 2 i 3 dimenzije

A 2

Metoda se zasniva na pracenju uzorka (simpleksa) koji usporeduje vrijednosti
funkcije u svojim vrhovima, tj. tockama simpleksa. Najlosija tocka se odbacuje i uvodi
se nova tocka koja sa ostalima ¢ini novi simpleks. Pronalazenje nove tocke simpleksa u
svakoj iteraciji moZe uzrokovati Sirenje ili smanjenje raspona simpleksa. Smanjivanje
simpleksa kroz iteracije metode dovodi do konvergencije (svih to¢aka simpleksa) ka
optimumu.

Prije nego $to metoda krene sa svojim iteracijskim postupkom, potrebno je definirati
(tj. inicijalizirati) pocetni simpleks (uzorak). Ako funkcija cilja ima n varijabli, simpleks
sadrzi n + 1 totku: (xg,X1,...,X,). Uobitajeno se zadaje pravokutni simpleks, $to znadi
da se ostali vrhovi simpleksa dobiju ekspanzijom iz pocetne tocke xo:

X, =Xo+ A; - e, i=1,...,n, (6.32)

gdje je A; veli¢ina pocetnog koraka te e; jedini¢ni vektor u smjeru osi .
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Kao primjer uzmimo trodimenzionalni prostor pretrazivanja, u kojemu ¢emo imati
simpleks od cetiri tocke. Moramo imati zadanu pocetnu tocku

X0,x
XO - xO/y 7

X0,z

pa ¢emo od nje, prosirenjem po izrazu (6.32), dobiti sljedec¢u to¢ku

X1,x X0,x 1 X0, + Ay
X1= | x1y | = | xoy +Ax- |0 | = Xoy
X1,z X0,z 0 X0,z

te analogno preostale dvije tocke:

X0,x X0,x
X2= | xoy+4y |- X3 = Xoy ’
X0,z X0z + Az

Sto je i ilustrirano na Slici

Slika 6.14
X2 X3 Postavljanje pocetnog simpleksa
ekspanzijom iz pocetne tocke xg

€2 X0 X1 e3 Xo X1
)

€1 €1

Nakon $to je postavljen pocetni simpleks, metoda u svakoj iteraciji transformira
simpleks, pomicuéi vrh po vrh, u svrhu istrazivanja okolnog podrucja u prostoru pre-
trazivanja. Tijekom svakog koraka testira se nekoliko modifikacija trenutnog simpleksa
i zadrzava se ona verzija simpleksa koja je najbliza minimumu funkcije. U nastavku su
opisani svi koraci postupka koji se ponavlja kroz iteracije.

Evaluacija i sortiranje
U prvom koraku metode, za sve toc¢ke simpleksa izra¢unava se vrijednost funkcije cilja:

fi=f(xi) 1=0,1,...,n.

Uz pretpostavku da se rijeSava minimizacijski problem, tocke se na pocetku svake
iteracije metode sortiraju (renumeriraju) tako da vrijedi:

fOZlean
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Nakon preslagivanja, to¢ka xo predstavlja najlosiju to¢ku, a x, najbolju tocku sim-
pleksa. Izuzimanjem najloSije tocke xo, dobijemo simpleks dimenzije n za koji moZemo
izratunati teZiste (Slika ):

1 n
Xm = —Exi.
ni3

Slika 6.15
Odredivanje teZista reduciranog
simpleksa (koji ne sadrZi najlosiju
tocku xp)

Ovako dobivena tocka x,, je sada mjerodavna za transformacije simpleksa koje
slijede.

Refleksija
Prva transformacija simpleksa koja se provodi je izra¢unavanje tocke refleksije, koji se
dobije zrcaljenjem najloSije tocke xp s obzirom na teZiste x;, (Slika ):

Xr = Xm + &(Xm — X0),
gdje je a parametar refleksije, koji o¢ito mora biti pozitivan da bi se refleksija ostvarila.

Slika 6.16
Odredivanje nove tocke zrcaljenjem
najlosije tocke

Sada se izra¢unava funkcija cilja u novodobivenoj to¢ki f, = f(x,) te se na bazi
te vrijednosti donosi odluka o eventualnim alternativnim transformacijama. Ako je
novodobivena toc¢ka bolja od druge najlosije tocke, ali losija od najbolje tocke simpleksa,
. f1 > fr > fu, ne provode se dodatne transformacije, nego se usvaja novi simpleks
(Xr,X1,...,Xy) 1 kreée se u novu iteraciju metode.

Ekspanzija
Ako se tocka refleksije pokaZe kao najbolja tocka od svih to¢aka simpleksa, tj. f, > fr,
efekt refleksije se “pojac¢ava” izrac¢unavanjem tocke ekspanzije (Slika ):

Xe = Xy + ,B(xm - xO)/

gdje je B parametar ekspanzije, s time da ocito mora biti B > & da bi se ekspanzija
ostvarila.
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Slika 6.17

Ekspanzija simpleksa odrediva-
njem nove, udaljenije tocke u
smjeru reflektirane tocke

Novodobivenu to¢ku x, sada se evaluira, tj. izratunava se f, = f(x.). Ako se ona
pokaZe kao bolja od reflektirane tocke, tj. f > f,, usvaja se novi simpleks (x,,X1,...,Xn)
i pokreée se nova iteracija metode. U suprotnom (ako je f. > f,), tocka ekspanzije se
ignorira, usvaja se simpleks (x,x1,...,X,) i pokrece nova iteracija.

Vanjska kontrakcija

Ako je tocka refleksije druga najlosija tocka, tj. fo > f. > f1, provodi se kontrakcija u
cilju smanjenja efekta refleksije, pri ¢emu se izrac¢unava nova tocka (Slika ):

Xe = X + 'Y(xm - XO)/

gdje je v parametar vanjske kontrakcije, s time da mora vrijediti v < & da bi kontrakcija
funkcionirala.

Slika 6.18
Vanjska kontrakcija simpleksa odre-

Xy divanjem nove, bliZe tocke u smjeru
X reflektirane tocke
X0 ‘

Sada se moze izratunati f. = f(x.) i tako provjeriti “kvalitetu” tocke x.: ako je
fr > f. onda se simpleks definira totkama (x.,X1,...,X,) i krece se u novu iteraciju. U
suprotnom (ako je f. > f;) prelazi se na smanjivanje simpleksa, koje je objasnjeno u
nastavku.

Unutarnja kontrakcija

Ako je tocka refleksije najlosija od svih tocaka simpleksa, tj. f, > fo, efekt refleksije se
ponistava izra¢unavanjem tocke kontrakcije (Slika ):

Xe = Xm — 6 (X — X0),

gdje je 6 parametar unutarnje kontrakcije (0 < J < 1).

Kao i u prethodnim koracima postupka, novodobivena tocka kontrakcije se eva-
luira, f. = f(x.) i ako se desilo poboljsanje, tj. fo > f., simpleks se definira to¢kama
(X, X1,...,X,) 1 ide se u novu iteraciju. U suprotnom (ako je f. > fy) prelazi se na
smanjivanje simpleksa.
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Slika 6.19
Unutarnja kontrakcija simpleksa

X odredivanjem nove tocke smjeStene
izmedu najlosije tocke i teZiSta
. Xo‘i

Smanijivanje simpleksa

Smanjivanje simpleksa se poduzima u rijetkom slu¢aju u kojem prilikom kontrakcije,
bilo unutarnje ili vanjske, nije pronadena bolja tocka. Smanjivanje simpleksa podra-
zumijeva transformaciju svih to¢aka osim najbolje i to priblizavanjem tocaka najboljoj
tocki (Slika ):

Xi = Xp + p(X; — Xp) i=0,...n—1,
gdje je p parametar smanjivanja (0 < p < 1).

Slika 6.20
Smanjivanje simpleksa pomicanjem
tocaka prema najboljoj tocki

y X

Nakon smanjivanja, novodobivene tocke se evaluiraju, tj. izracunava se f; = f(x;),
i=0,...,n—11pokrece se nova iteracija sa simpleksom (xg,X1,...,Xz).

Opisani postupak se ponavlja dok je god veli¢ina simpleksa ve¢a od dopustene
greske rjeSenja ili dok se ne ostvari neki drugi kriterij zaustavljanja. Vizualizacija tran-
sformiranja i kretanja simpleksa prilikom traZenja minimuma u dvodimenzionalnom
prostoru (tj. na funkciji dvije varijable) dana je na Slici



298 Poglavlje 6. Optimizacijske metode

-5 -4 -3 = = 0

Slika 6.21 Konvergencija metode Nelder-Mead na primjeru funkcije dvije varijable (pocetni simpleks je
pravokutni trokut smjesten desno-dolje)

Programski kod koji implementira opisani algoritam Nelder-Mead metode dan je u
nastavku (Python kod 6.7).

Python kod 6.7 Ilustrativna implementacija Nelder-Mead metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# funkcija cilja
def f(X):
X, y=X
return (x-1)*%x2 + (y-2)x*x2

# broj varijabli funkcije cilja
n=2

# pocetna tocka
x0, yo = 0, 0

# dopustena greska konvergencije
eps = 0.1

prostorni korak inicijalizacije simpleksa
=0.1

Q

inicijalizacija simpleksa
= np.empty([n+1l, n])
np.empty(n+l)

X[0,:]1 = np.array([x0, y0])
for i in range(1l, n+l):

m X #
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clx

cly

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

E = np.zeros(n)
E[i-1] =1
X[i,:] = X[0,:]1 +d x E

= np.sin(np.linspace(-np.pi, np.pi))

= np.cos(np.linspace(-np.pi, np.pi))

plot(1l + 0.5xclx, 2 + 0.5xcly, 'g--")

plot(1l + 1xclx, 2 + 1xcly, 'g--")

plot(l + 2xclx, 2 + 2xcly, 'g--")
plot(plt.xlim(), [2, 2], 'r-.")

plot([1l, 1], plt.ylim(), 'r-.")

plot(X[:,0], X[:,1], 'b")

plot([X[-1,0], X[0,01], [X[-1,1], X[O,1]]1, 'b")
text(np.average(X[:,01), np.average(X[:,1]), '0")

alfa, beta, gama, delta, ro =1, 2, 0.5, 0.5, 0.5

it =

0

maxit = 100

while it < maxit:

it=1it + 1
smanjivanje = False

for i in range(n+l):
Fli] = f(X[1,:1)
poredak = np.argsort(F)[::-1]
X = X[poredak, :]
F = F[poredak]
Xm = np.empty(n)
for i in range(n):
Xm[i] = np.average(X[1l:,i])

Xr = Xm + alfa * (Xm - X[0,:])
Fr = f(Xr)
if F[1] >= Fr > F[n]:

X[0,:1 = Xr

F[O] = Fr

elif F[n] > Fr:
Xe = Xm + beta * (Xm - X[0,:])
Fe = f(Xe)
if Fr > Fe:
X[0,:] = Xe
F[0] = Fe
else:
X[0,:] = Xr
F[O]

I
-
=

elif F[O] >= Fr > F[1]:
Xc = Xm + gama * (Xm - X[0,:])
Fc = f(Xc)
if Fr > Fc:
X[0,:]1 = Xc
Fle] = Fc
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else:
smanjivanje = True

elif Fr >= F[0]:
Xc = Xm - delta x (Xm - X[0,:])
Fc = f(Xc)
if F[O] > Fc:
X[0,:] = Xc
F[0] = Fc
else:
smanjivanje = True

if smanjivanje:
for i in range(n):
X[i,:] = X[n] + ro * (X[i,:] - X[n])
F[i] = f(X[1,:1)

plt.plot(X[:,0], X[:,1], 'b")
plt.plot([X[-1,0], X[0,0]], [X[-1,1], X[0,1]], 'b")
plt.text(np.average(X[:,0]), np.average(X[:,1]), str(it))

D = np.empty(n)
for i in range(n):

D[i] = np.sqrt(np.sum((X[1i] - X[n])*x2))
if np.max(D) < eps:

break

Xmin = X[np.argmin(F)]
print(’minimum: ' + str(Xmin))
print(’rjesenje postignuto u ' + str(it) +

’

iteracija’)

plt.show()

6.5.2 Svojstva Nelder-Mead metode

Kao sto je objasnjeno u opisu algoritma, Nelder-Mead metoda koristi pet parametara.
Ovi parametri se mogu prilagodavati pojedinim optimizacijskim problemima koje se
rjeSava, a tipi¢ne njihove vrijednosti jesu:

®m « =1 - faktor refleksije

m 3 =2 - faktor ekspanzije

®m y = 0.5 - faktor vanjske kontrakcije

B J = 0.5 - faktor unutarnje kontrakcije

m o = 0.5 - faktor smanjivanja

Prva prednost Nelder-Mead metode koja bi se mogla istaknuti je njena jednostav-
nost i intuitivnost. Nadalje, posebno je poZeljna njena osobina da iziskuje mali broj
evaluacija funkcije cilja, jer se u svakoj iteraciji funkcija cilja tipi¢no izra¢unava samo
jednom ili dvaput (korak smanjivanja simpleksa se vrlo rijetko provodi). To je ¢ini

vrlo pogodnom za optimizaciju na ra¢unski skupim funkcijama cilja, koje u tehnickoj
primjeni nisu rijetkost.
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Treba napomenuti da Nelder-Mead metoda nema garantiranu konvergenciju. To
znaci da nema garancije da ¢e pronaci optimum, pa se ponekada moZe desiti da metoda
“zaglavi” daleko od optimuma, gdje potrosi veliki broj iteracija bez bitnog napretka.
Nadalje, u¢inkovitost metode pada sa poveéanjem broja varijabli funkcije cilja (tj. sa
porastom broja dimenzija prostora pretrazivanja n), iako treba priznati da to nac¢elno
vrijedi za sve optimizacijske metode. Unato¢ svemu navedenom, treba zakljuciti da
je Nelder-Mead metoda najéesc¢e vrlo uspjeSna u primjeni na nisko-dimenzionalne
probleme koji nisu izrazito multimodalni, s time da vrlo ¢esto ve¢ u prvih nekoliko
iteracija postiZe znacajna pribliZenja optimumu.
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6.6 Optimizacije pomocu scipy modula

SciPy metode za bounded optimizaciju. Metode koje u scipy.optimize.minimize
podrzavaju argument bounds:

m Nelder-Mead,
m [-BFGS-B,

m TNC,

m SLSQP,

m Powell,

B trust-constr
Zadavanja granica

Python kod 6.8 Osnovni argumenti za scipy.optimize.minimize funkciju
import scipy.optimize as spo
import numpy as np

def f(x):
return x[0]*x[1] + x[0]*%x2 + Xx[1]**2 + X[2]*%2

b = np.array([0, 0, -2])
ub = np.array([1, 10, 2])
x0 = np.random.uniform(lb, ub)

r = spo.minimize(f, x0, bounds=zip(lb, ub))

bounds = np.array([lb, ub]l).T
r = spo.minimize(f, x0, bounds=bounds)

r = spo.minimize(f, x0, method='Powell’, bounds=zip(lb, ub))

r = spo.minimize(f, x0)
print(r.x)

print(r.fun)
print(r.nfev)

Nelder-Mead metoda

Python kod 6.9 Osnovne opcije Nelder-Mead metode u scipy.optimize.minimize
r = opt.minimize(f,
x0,
method="Nelder-Mead’,
bounds=zip(lb, ub),
options={'maxiter’: le4,
"maxfev’: max_evals,
"disp’: True,
"xatol’: x_tol,
"fatol’: f_tol,
"adaptive’: True,

}’)



6.6 Optimizacije pomocu scipy modula 303

6.6.2 Powellova metoda

Python kod 6.10 Osnovne opcije Powellove metode u scipy.optimize.minimize
r = opt.minimize(f, # Funkcija cilja
x0, # Pocetna tocka
method='Powell’, # Metoda
bounds=zip(lb, ub), # Granice
options={'maxiter’: None, # Maksimalni broj iteracija
'maxfev’: max_evals, # Maksimalni broj evaluacija
"disp’: True, # Ispis statusa optimizacije
'xtol’: x_tol, # Tolerancija na opt. varijable
"ftol’: f_tol, # Tolerancija na funkciju

}’)

6.6.3 L-BFGS-B metoda
Limited-memory Broyden-Fletcher-Goldfarb—Shanno with Bound constraints

Python kod 6.11 Osnovne opcije L-BFGS-B metode u scipy.optimize.minimize
r = opt.minimize(f, # Funkcija cilja
x0, # Pocetna tocka
method='L-BFGS-B’, # Metoda
bounds=zip(lb, ub), # Granice
jac='3-point’, # Metoda aproksimacije Jakobijane
options={'maxiter’': le4, # Maksimalni broj iteracija
"'maxfun’: max_evals, # Maksimalni broj evaluacija
'disp’: False, # Ispis statusa optimizacije
'eps’: x_tol, # Tolerancija na opt. varijable
"ftol’': f_tol, # Tolerancija na funkciju
"finite_diff_rel_step’: x_tol,
# Relativni korak za aproksimaciju Jakobijane

}’)

6.6.4 SLSQP metoda
Sequential Least SQuares Programming

Python kod 6.12 Osnovne opcije SLSQP metode u scipy.optimize.minimize
r = opt.minimize(f, # Funkcija cilja
x0, # Pocetna tocka
method="SLSQP’, # Metoda
bounds=zip(lb, ub), # Granice
jac='3-point’, # Metoda aproksimacije Jakobijane
options={'maxiter’: max_evals, # Maksimalni broj iteracija
"disp’: True, # Ispis statusa optimizacije
'eps’: x_tol, # Tolerancija na opt. varijable
"ftol’: f_tol, # Tolerancija na funkciju
"finite_diff_rel_step’: x_tol,
# Relativni korak za aproksimaciju Jakobijane

})

6.6.5 TNC metoda
Truncated Newton method

Python kod 6.13 Osnovne opcije TNC metode u scipy.optimize.minimize
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r = opt.minimize(f, # Funkcija cilja

x0, # Pocetna tocka

method="TNC’, # Metoda

bounds=zip(lb, ub), # Granice

jac='3-point’, # Metoda aproksimacije Jakobijane

options={'maxiter’: max_evals, # Maksimalni broj iteracija
'maxfun’: max_evals, # Maksimalni broj evaluacija
'disp’: False, # Ispis statusa optimizacije
'eps’: x_tol, # Tolerancija na opt. varijable
"xtol’: x_tol,
# Apsolutni korak za aproksimaciju Jakobijane
"ftol’: f_tol, # Tolerancija na funkciju
"finite_diff_rel_step’: x_tol,
# Relativni korak za aproksimaciju Jakobijane

}I)

6.6.6 trust-constr
Trust Region Methods

Python kod 6.14 Osnovne opcije Trust Region metode u scipy.optimize.minimize
r = opt.minimize(f, # Funkcija cilja
x0, # PocCetna tocka
method="trust-constr’, # Metoda
bounds=zip(lb, ub), # Granice
jac='3-point’, # Metoda aproksimacije Jakobijane
options={'maxiter’: max_evals, # Maksimalni broj iteracija
'disp’: False, # Ispis statusa optimizacije
'verbose’: 1, # Detaljnost ispisa
"xtol’: x_tol,
# Apsolutni korak za aproksimaciju Jakobijane
"finite_diff_rel_step’: x_tol,
# Relativni korak za aproksimaciju Jakobijane

})
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Optimizacija rojem Cestica

Stefan Ivi¢

Optimizacija rojem cestica (Particle Swarm Optimization, PSO) je stohasticka optimi-
zacijska metoda temeljena na idejama opazenim na kretanju jata i rojeva.

Razvoj metode
( ) je predlozio model ponasanja jata, prema kojem se svaki clan jata
ponasa prema slijede¢im pravilima:
B DrZanje razmaka - svaki ¢lan jata se pokusava udaljiti od susjednih ako su mu
oni preblizu,

B Prilagodavanje smjera - svaki ¢lan jata giba se u usrednjenom smjeru kretanja
svojih susjeda,

m Kohezija - svaki ¢lan jata ostaje blizu svojih susjeda tj. ostaje u jatu.

( ) su dodali ‘gnijezdo” u pojednostavljenu simulaciju
temeljenu na Reynoldsovom modelu. Simulacija je obuhvacala sljedece utjecaje gnijezda
na jedinke jata:

B Gnijezdo privlaci svaku jedinku,

m Svaka jedinka pamti gdje je bila najbliza gnijezdu.

B Svaka jedinka razmijenjuje informacije sa susjedima o lokaciji najbliZoj gnijezdu.
Nakon dovoljno vremena provodenja simulacije, sve su jedinke do$le do gnijezda.

Postavlja se pitanje $to se deSava sa sustavom ako se gnijezdo giba prema nepoznatoj
funkciji? Da li ¢e jedinke sti¢i do gnijezda?

vith = vl 4+ ¢ Ul (pb} — x!) + ¢ UL (gb' — x!) (6.33)
X = x4 viH (6.34)
( ) uvode inerciju Cestice koja je kontrolirana preko faktora inercije
w'.
vitl = w'vi + 91U} (pb; — x{) + ¢ U5 (gb" — x}) (6.35)

U osnovnom obliku, faktor inercije je konstantan u vremenu w; = w. U slucaju
w > 1, brzine Cestica rastu u vremenu (Cestice ubrzavaju) a formacija roja divergira.
Usporavanje Cestica i smanjivanje brzine do nule postiZe se sa w < 1. Veéi faktor

Slika 6.22
~ 4 A A 4 ¥ ‘< A Ponasanje jedinki u Reynoldsovom
7 modelu. Odvajanje, usmjeravanje i
* A—4 4 (< g kohezija.
<
4 A v DN [N v A 2l -
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Slika 6.23
Utjecaj gnijezda na jedinke jata.

inercije omogucéava lakse globalno pretrazivanje, sa poveéanjem rasapa Cestica, dok
manji w omogucuje bolje lokalno pretraZivanje i brzu konvergenciju. Odabir faktora
inercije treba temeljiti na karkateristikama funkcije cilja i svodi se na balansiranje Sirine
pretraZivanja i brzine konvergencije.

Prema (van den Bergh, 2001)

c1+ o

w > 1 (6.36)

garantira konvergenciju putanja Cestica, a preporuceni faktor inercije je w = 0.73
(Bratton i Kennedy, 2007).

Koristenje PSO metode pomoc¢u modula inspyred
Kako instaliraty inspyred: http://inspyred.github.com/index.html

user@machine:~>sudo pip install inspyred

Python kod 6.15 Particle Swarm Optimization na primjeru Rastrigin funkcije

from random import Random
from time import time
from math import cos, pi
import inspyred

# Random generiranje
def generate_rastrigin(random, args):
size = args.get(’'num_inputs’, 10)
return [random.uniform(-5.12, 5.12) for i in range(size)]

# Evaluacija (funkcija cilja)
def evaluate_rastrigin(candidates, args):
fitness = []
for cs in candidates:
fit = 10 * len(cs) + sum([((x - 1)*x2 - 10 * cos(2 * pi * (x - 1))) for x in
cs])
fitness.append(fit)
return fitness

rand = Random()

rand.seed(int(time()))

pso = inspyred.swarm.PSO(rand)

pso.terminator = inspyred.ec.terminators.evaluation_termination

final_pop = pso.evolve(generator=generate_rastrigin,
evaluator=evaluate_rastrigin,
pop_size=100,
maximize=False,
bounder=inspyred.ec.Bounder(-5.12, 5.12),
max_evaluations=20000,
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mutation_rate=0.25,
num_inputs=5)

# Sort and print the best individual, who will be at index 0.
final_pop.sort(reverse=True)
print(final_pop[0])
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